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AVANT-PROPOS. 



L'enseignement de la Mécanique est lié d'une manière^ 
intime à celui d'une notable partie des propriétés des sur- i 
faces, et même à sa presque totalité, si, à juste titre, on fait 
rentrer la capillarité dans le domaine de la Mécanique molé- 
culaire. 

En publiant en 1862 mon Traité de Cinématique pureydoni 
l'origine remonte à 1867, j'avais bien entrevu l'importance 
de l'introduction de la théorie des surfaces en Mécanique, 
comme on peut en juger par certaines conceptions semi-ana- 
lytiques, semi-géométriques exposées dans cet Ouvrage. 

Le Tome VII de mon Traité de Mécanique générale con- 
tient bien quelques applications à la Mécanique de la théorie 
des surfaces ou vice versa; mais j'ai dû m'étendre bien davan- 
tage sur ce sujet dans mes Leçons à l'École Polytechnique, 
me trouvant obligé parfois de démontrer certaines propriétés 
des surfaces qui ne sont pas mentionnées dans le programme 
du Cours d'Analyse. C'est en vue de relier entre elles les 
notions éparses que j'ai enseignées, en leur donnant de l'ex- 
tension, que je me suis décidé à publier cet Opuscule. Dans 
l'exposé suivant, je laisserai de côté l'énumération de tout ce 
qui se trouve dans les Ouvrages d'Analyse, mais que j'ai dû 
reproduire au point de vue didactique. 

En premier lieu, j'établis les formules générales relatives 
à la courbure et à la cambrure d'une ligne quelconque et 
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celles qui se rapportent à une ligne tracée sur une surface, 
ce qui me permet d'arriver rapidement à l'expression de la 
courbure de cette dernière ligne. 

Dans le Chapitre relatif aux lignes de courbure, je démontre 
qu'il passe une ou trois de ces lignes par un ombilic; la for- 
mule à laquelle j'arrive se vérifie immédiatement dans le cas 
de l'ellipsoïde. Je donne ensuite des expressions, que je crois 
nouvelles, des courbures des lignes de courbure, expressions 
qui se vérifient lorsque la surface est de révolution. 

L'équation différentielle des lignes asymptotiques s'intègre 
complètement quand la surface est un conoïde droit à plan 
directeur; elle se ramène à une quadrature si la surface est 
de révolution. Je donne une expression qui me paraît nou- 
velle de la courbure d'une ligne asymptotique, qui se vérifie 
dans le cas de l'hyperboloïde à une nappe. 

Le Chapitre relatif aux lignes géodésiques se dislingue 
notamment par l'introduction d'extraits de Mémoires de 
M. 0. Bonnet, dont voici les tilres : Courbure géodésique 
des trajectoires orthogonales; Équation des lignes géodé- 
siques en coordonnées curvilignes; Expression en coordon- 
nées quelconques de la courbure géodésique d'une ligne. 

Je crois avoir établi d'une manière aussi simple que pos- 
sible les formules qui se rapportent à la cambrure et à la 
différentielle de la courbure d'une ligne tracée sur une sur- 
face, sujet qui est suivi de plusieurs applications. 

Le mémorables expériences de Plateau ont beaucoup mo- 
difié la considération jusqu'alors abstraite des surfaces dont 
la moyenne courbure est nulle, ou, ce qui revient au même, 
dont l'étendue est minimum pour un contou ionné. Les 
intégrales de l'équation aux dérivées partielles en coordon- 
nées rectilignes de ces surfaces, données successivement par 
Monge et Legendre, sont compliquées d'imaginaires et sont 
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d'une difficile application lorsqu'on veut obtenir des surfaces 
réelles. Il était réservé à notre éminent géomètre M. 0. Bonnet 
de donner la solution définitive de ce problème si ardu en 
faisant usage de certaines variables, dont l'idée n'a pu lui 
arriver qu'à la suite de considérations de l'ordre le plus élevé. 
On peut maintenant trouver autant de surfaces d'étendue mi- 
nimum qu'on voudra. 
Les Notes suivantes complètent le Volume : 

I. Sur la courbure et la cambrure de la loxodromie d'une 
surface de révolution. 

II. Sur l'intégration par la méthode de Monge, due à 
M. Bonnet, d'une formule à laquelle il est arrivé, intégration 
qui a pour objet d'établir que, à l'exception des surfaces 
développables, il est impossible de trouver sur une surface 
deux séries de lignes géodésiques qui se coupent à angle droit. 

III. Sur quelques propriétés dues à M. Bonnet des trajec- 
toires orthogonales et des lignes géodésiques. 

IV. Sur la méthode employée par Legendre pour intégrer 
l'équation aux dérivées partielles des surfaces d'étendue mi- 
nimum en coordonnées rectilignes. Cette méthode ne doit 
pas être oubliée au point de vue analytique, quoique les 
résultats auxquels elle conduit ne soient pas à comparer à 
ceux qui ont été obtenus par M. Bonnet. 
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CHAPITRE I. 

PRÉLIMINAIRES. 



1. Sur quelques formules relatives à la courbure d'une 
ligne quelconque, — Soient 

M un point de la ligne dont les coordonnées, par rapport à 

trois axes rectangulaires 0^, 0/, 0^, sont ^, j, z\ 
a, (3, y les angles de la tangente en M \ 

1, jjL, V » normale principale > avec Oxy Oy, Oz; 

VjIx'jv' ï) binormale ) 

d(j Tare élémentaire; 

d p^= -f l'angle de contingence et le rayon de courbure 
dsi, T = -7- Tangle et le rayon de cambrure. 

On a d'abord 

/ cosa cosX -h cosp cosfx H- cosYCOsv = o, 
(i) / cosa cosX'-h cosp cos(x'-i- cosY cosv'= o, 

( COSX COsX'-f-COS[JLCOS(x'-|-COSV cosv'=o. 

En portant, à partir de M, sur la tangente, la normale 
principale et la binormale des longueurs égales à l'unité, on 
déterminera un tétraèdre dont les faces rectangles ont pour 
mesure \, En projetant ces faces sur les plans coordonnés, on 
obtiendra neuf nouvelles relations entre les cosinus; mais on 

R I 
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ne retiendra que la suivante, qui résulte de la projection sur 
xOf du triangle construit sur la tangente et la binormale 

(i') cosv = cosa cos(x' — cos^ cosX'. 

Menons par le point deux droites Oa,Oa' égales à Funité, 
parallèles aux tangentes (a, (3, y), {a-j-doc, ^-j-d^, y-^dy). 
L'élément aa' mesure Tangle de contingence et sa direction 
est celle de la normale principale; on a 

c?ecosX = dcosa^ 

d'où 

^ dcosoL ^ , . 

COSA = p — ^ — , et de même 

(2) < COS[l = p-^, 

cosv = p -^; 
par suite 



« -r^/C^ÏH^hi 



dcosy 



d(s 



Soient Ob, Ob' deux droites égales à l'unité, Tune per- 
pendiculaire au plan aOa' et l'autre au plan osculateur au 
point (a: -hda^yy -i-dy, z -hdz). 

L'élément bb' mesure dsi et est parallèle à ac^, c'est-à-dire 
à la normale principale. On a donc 



d'où 



dei 008 X = dcosV, 



I dcosl' 1 . . j * 

= - COSA, et de même 



■ C* V\70 M. M. 

(4) \ cia = -cos^, 



d(7 T 

û?COS(x' _ I 

c?cosv' 



d<j T 



= - cosv ; 



par suite 



1 , //dcosl'Y /dcosii'Y /û^cosv'\2 
Nous nous bornerons à appliquer les formules ci-dessus au 
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problème suivant dont la solution nous sera utile plus loin : 
Quelles sont les lignes pour lesquelles le rapport du rayon de 
courbure au rayon de cambrure reste constant? En désignant 
par k ce rapport, les équations (2) et (4) donnent 

rfcosX'= Arrfcosa, rf cos [i' = A: rf cos p, rfcosv'= A:û?cosy, 

d'où, Cxj Cy, C, étant des constantes, 

icosX'= Arcosa -4- Gx, 
cos fx' = A: cos p -f- Qtyy 
cosv' = ArcoSY-hCz, 

et en ajoutant les carrés 

I = A«-f- aA:(Cx cosa -h C^cosp -h C^ cosy) -f- GJ-l- CJ-+- C| 

Désignons par C la somme géométrique des longueurs Cj., 
Cy, Çiz portées sur 0^, O7, 0^, et par M/ la tangente en M; 
réquation précédente prendra la forme 

i = A:2-+-2AGcos(C, 0-+-C». 

En faisant coïncider 0^ avec la direction de C, nous aurons 

Comme Ca:=o, Cy=:o, les équations (a) deviennent 

(a') cosX'= Â:cosa, cosjx'= A:cosp, cosv'= â:cosy -H G 

et, en portant ces valeurs dans la seconde des équations (i), 
on obtient 

(c) /:-t-GcosY = o, 

d'où, en ayant égard à la relation (6), 

h 

C = /l-hA:S, C0SY= — 



v/n-A:« 



Ainsi, en chacun de ses points, la ligne est telle qu'elle 
fait un angle constant avec la parallèle kOz. Cette ligne est 
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donc une hélice tracée sur un cylindre parallèle à 0^, dont 
la section droite reste arbitraire. 
La troisième des équations (a') conduit ensuite à 

co8v'= sinY, 
et l'équation (i') à 

COSv = o, 

comme cela devait être. 

2. Ligne tracée sur une surface, — En représentant la sur- 
face par 



nous poserons 










dz 


dz 









Soient /, m, n les angles de la normale à la surface avec 
0^, Oy, Oz; l'angle du plan osculateur de la ligne avec le 
plan normal à la surface mené suivant la tangente. 

On a 

cos/ = — 



(6) 



cosm = - 






cos/2 = — 



/i-+-/?*-hç* 



ce qui suppose que l'on considère la portion de la normale 
qui fait un angle aigu avec 0^?. Dans le cas contraire, on 
changera les signes des valeurs précédentes. 
En divisant par da l'égalité 

dz = p dx H- q djr^ 

on a pour la ligne 

(7) cosY =/?cosa-i-^co8p. 

Si l'on substitue cette valeur dans la relation 

cos* a -H cos^p-Hcos^Y = i, 



PRÉLIMINAIRES. 

on trouve 

(8) (i-+-j5*)COS*a-H2;>grcosac08p-H(i-H^*)cos*P = i 

Aux équations (i) on devra joindre les suivantes : 

cosa cos/-hcosp cos/w + cosY cos/i = o, 

(9) l COSX C08/-hC0SfX cosm-4- cosv cos« = cos6, 
cosX'cos/-h cosfx'cos/w -i- cosv' cos/i = 8in6. 



CHAPITRE II. 



CHAPITRE IL 



COURBURE D'UNE UGNE TRACÉE SUR UNE SURFACE. 



3. Expression du rayon de courbure. Théorème de Meus- 
nier. — La seconde des équations (9) du Chap. I donne^ en 
ayant égard aux valeurs (2) et (6), 

dcOSd C?COSB C?COSY / r rCOSÔ 

û?cosy 
ou, en remplaçant — -1 — '- par sa valeur tirée de Téquation (7) 

du même Chapitre, 

dp o dq j cos6 



cosoe 



d<5 ' ^^"^d^ ,- . ^ . ^ p 



Or 



dp dp dx dp dy ^ 

rfd ax a j of aj ' 



par suite, 

(I) 



-y- = j CCS a -t- f CCS B ; 



cos6 _ r cos* g -4- 2 y cos a cos ^-\-t cos* p 



Si Ton désigne par F le rayon de courbure de la section 
normale menée suivant la tangente ou la valeur de p pour 
= o, on a 

I r cos* a H- 2.9 cosa cos B -h / cos* B 

et 

p = rcoso. 
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Donc : le centre de courbure de la ligne est la projection sur 
la normale principale du centre de courbure de la secùion 
normale (théor. de Meusnier). 

k. Bayons de courbure principaux. Sections principales. 
Indicatrice. -— Plaçons l'origine des coordonnées au point M 
de la ligne et faisons coïncider le plan xMy avec le plan tan- 
gent; nous avons (3 = 9o«— a, /> = o, g = o; par suite, 

- = r cos^a -4- 2.V sina cosa -H f sin'a. 

Nous pouvons substituer à Mx, M/ un autre système d*axes 
rectangulaires pour lequel le second terme de Téquation pré- 
cédente disparaîtra, et, en posant 





I I 
'•=Û' '=R' 


nous avons 




(3) 


1 cos*a sin*a 
r "" R ' R' 



D'après cette formule, on voit que R, R' sont les rayons de 
courbure des sections faites parles plans -zM^, zMy, et que, 
en faisant varier a, Tun est le maximum, et Tautre le mini- 
mum de r. 

Nous conviendrons de considérer le rayon de courbure d'une 
section normale comme positif ou négatif selon que, en nous 
couchant suivant M^ en ayant les pieds en M, la section nous 
présentera sa concavité ou sa convexité. Nous supposerons, 
dans tous les cas, que Mz est dirigé de manière que R soit 
positif. 

Si R' est positif, les courbures des sections normales seront 
toutes de même sens. 

Si R' est négatif, F sera positif entre 

a = o, ai = arc tangi/— - . 

Pour a = a^, le rayon de courbure T sera infini, mais il ne 
sera pas un maximum, puisque, de part et d'autre de a, il 
prend des signes contraires. La courbure des sections nor- 
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maies deviendra négative à partir de a = «i jusqu'à la valeur 
azzriSo'»— «1 pour laquelle elle deviendra nulle. Entre 
oc=ziSo^— aieta:;=i8o°H-ai,la courbure restera positive, etc. 
Les rayons de courbure maximum et minimum R, R' sont 
les rayons de courbure principaux, et les sections normales 
correspondantes les sections principales. 

Supposant F positif, traçons le rayon y/T incliné de Tangle 
a sur Md?, et soient 

^ = y^r cosa, 7) = /f sina 

les coordonnées de son extrémité, parallèles à Mar, M/. 
L'équation (3) donne 

R ^R' ^' 

Si R' est positif, celte équation est celle d'une ellipse où Vin- 
dicatrice est elliptique. Si, de plus, R=:oo, Tindicatrice se 
réduit à deux droites parallèles; c'est ce qui a lieu en tous les 
points d'une génératrice d'une surface développable. 

Lorsque R' est négatif, on a encore, pour les valeurs posi- 
tives de r, l'équation ci- dessus, qui représente une hyperbole 
dont Mo; est l'axe réel; pour les valeurs négatives de F, on 

prendra le rayon vecteur égal à \J~ F, et l'on aura 

équation d'une seconde hyperbole dont M/ est l'axe réel. 
L'indicatrice se compose ainsi de deux hyperboles conju- 
guées. 

5. Détermination des rayons de courbure principaux et des 
sections principales en un point quelconque de la surface, — 
Si l'on divise Téquation (2) par l'équation (8) du n° 2, on 
trouve 

/ j rV_ \ cos'g 

l'"^^ ^74=7^^+^/ CCS» p 

(4) ' A^ 7 / 



^ [P^ - ) ^^ -M -h ^* ^ \ T. = O. 



sV \cosa , tV 

y/i -+-/?«-+- çV CCS p ^ yj^^pi^f^% 
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Pour que F soit un maximum ou un minimum^ il faut que 
cette équation en ^ ait ses racines égales ou que 



(5) 



\ X y/i +/?»+ 7* r -+- (i -+-p^-hq^y = o. 



Les racines de cette équation en F seront les rayons de cour- 
bure principaux R, R'. 
On remarquera que 

Pour que Téquation (5) ait une racine infinie, il faut que 

rt — ,f* = o, 

ce qui est Téquation différentielle des surfaces développa- 
blés (»). 
L'équation (4) devient, eu égard à l'égalité de ses racines, 

, rV \ cosa .^r 

H- n2 ==:=== ) 5 -^ PQ = O 



ou 

(i-+-j5*)cosa -+-;>^cosP = (rcosa -h^cosP) 



r 



v/i-h />*-+- 7* 



(*) Cette équation revient, en effet, à 

âp àp 

dx __ dy __ ^ 

dx ày 
d'où 

dp = 'kdq = ^'{q)dq, p = <p(g). 

En désignant par X, Y, Z les coordonnées courantes, l'équation du plan 
tangent au point {Xyy,z) est 

Z = /;X H- q\ + z —px — qy. 

Dans l'hypothèse de ^ = const., par suite de /? = const., on a 

rf(« — px — qy^ = dz — pdx — qdy — o 
ou 

z — px — qy = fonct. de q. 

Il suit de là que l'équation du plan tangent ne dépend que d'un paramètre q 
et que, par suite, la surface est développable. 
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cos3 
Si, dans Féquatiou (4), on avait pris pour inconnue au 

ces 0C 

lieu de >, » on aurait trouvé de la même manière 

cosp 

(l H- i3f*)C08P -h pq COSa =z (<COSp-HJCOSa) 



V' l -H jD* -+- ^* 

d'où 



. \ rcosa-hyçosp _ /cos^ -f-ycosa _ y/i-f-;?'-!- q^ 
{i -h p^) COSa -^ pq COS^ ~ {i -h q^)COS^ -h pqC08(X~ T 

ou 

I[/?9r — (ï -f- y9* ).y ] cos* a 
-+" [(1-+-^')'* — (i-+-;?*)^]cosaco8p 
— [pqt — (i -+- 7').f]cos*P = o. 

Cette équation et Téquation (8) du n° 2 feront connaître en 
fonction de x,y les deux couples de valeurs de cosaetcosp. 

6. Rayons de courbure principaux de l'ellipsoïde^ 

jj2 yj 22 

On a 

C« .r C r 

Portons ces valeurs dans Téq nation (5), en y remplaçant F 
par — R, en vue d'obtenir des racines positives, nous obte- 
nons 

{b) { , 

Si l'on représente par P la distance du centre de l'ellipsoïde 
au plan tangent, on a 

(c) KR'=^°i^. 
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En éliminant a?» dans Téquation {b) au moyen de l'équa- 
lion {a), on trouve 

Rt^_ |^B«H-G*-f-^'(A«-B«)-+-g(A«-C«)] 
/^^ ] - / ,(A*— B>) ,(A«— C>) R 

équation qui nous sera utile ultérieurement. 

7. Sur/aces de révolution. — Soient 

Oz Taxe de révolution; 

z=zf{x^-^y^) =/{u*) l'équation de la surface; 

/'("*)>/''("*) les dérivées première et seconde de /(a*) par 

rapport à m' ; 

jc = u cos 6, j- = w sin 6, 

d'où 

dx = cos6 du — u sin6 d^, dy = sin6 rfw H- « cos6 du. 

On a 

' p = 2xf(u*) = 2WC0s6/'(tt«), 

7 = 2r/(««) = si«8ine/'(««), 

^ =4^J /'("*) = 4w*8ineco8e/'(tt«), 

r=2[y'(««) + 27« /'(«*)] = 2[f(««)-+-2««sin«e /'(««)]. 

Si nous faisons passer le plan zOx par le point considéré, 
nous avons 

et l'équation (7') se réduit à 

cos p cos a = o, 
d'où 

p = 90^ a = 90». 

Il suit de là que la ligne méridienne et la section normale 
suivant la tangente au parallèle sont les sections principales. 
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que R est le rayon de courbure de la méridienne et =b R' est 
la normale limitée à 0^. 

8. Surfaces développât les. — Soient {Jig. i) 

Fig. I. 




aoaj, «1^5, «2^3 trois éléments consécutifs de Tarête de 
rebroussement qui, prolongés, déterminent les généra- 
trices aj/Wi, afirii, a^m^; 

m^rn^y m^m^ les éléments de la section normale à aj//^ au 
point 7^2, limités par les deux autres génératrices; 

7712/1 le prolongement de m^m^^ 

R le rayon principal en 7712 ; 

p, T les rayons de courbure et de cambrure de Tarête de 
rebroussement en a^; 

de Tangle de contingence 7712^1 77îi; 

/ la distance a2 77i2. 

L'angle de contingence m^m^n ^=: dt^ de la section normale 
n'est autre chose que l'angle de cambrure de ax «, a^ ; d'ailleurs 

mxm^ = ldz\ 

donc 

Idz Iz 



R = 



dzx 



9. Des ombilics, — On désigne ainsi des points d'une sur- 
face où les rayons de courbure des sections normales sont 
égaux, c'est-à-dire où l'indicatrice est circulaire. L'équa- 
tion (4) devant donner les mêmes valeurs pour F, quel que 

soit ^? il faut que ses coefficients soient séparément nuls 

ou que 

(8) '•_•'_' _/' 



1-+-/?* pq i-i-g* r 
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OU 

(8') pqr — .f(i-\-p^) = o, pqt — s(i-hq^) = o. 

Généralement ces deux équations, jointes à celle de la sur- 
face, détermineront un nombre limité de points; mais il 
pourra arriver que les trois équations se réduisent à deux, et 
alors on aura des lignes ombilicales. 

Application à l'ellipsoïde. — Reportons-nous au n** 6 en 
supposant A > B > C. Si nous portons les valeurs de r, s, t 
dans les équations (8'), nous obtenons 

pq = o, A2(B«— C«)/?*-f- B*(A«— G«)(7*— C*(A«— B^) = o. 

L'hypothèse /? == o doit être rejetée, parce que la seconde de 
ces équations donnerait pour g une valeur imaginaire. En 
prenant q=^o, d'où j = o, cette équation donne 



A /Âi^B» 
f GV B«— C> 



d'où 



... /A*-B« . ^^ /B«-C« 



11 y a donc quatre ombilics situés dans le plan principal qui 
comprend le plus grand et le plus petit des axes, et par rap- 
port auxquels ils sont symétriquement situés. 

10. Sur/ace dont tous les points sont des ombilics. — Les 
coordonnées de tous les points de la surface doivent satisfaire 
aux équations (8'). Mais les équations (6) du n^ 2 donnent 

dcosl __ pqt — (i •+- q^)s âcosm _ pqr — (i-hp^)s ^ 

on a, par suite, en vertu des équations (8'), 

. . ôeo8l dcosm 

(a) -— r — =0, — - — =0. 

of ' dx 

On voit ainsi que cos/, cosm ne doivent dépendre respecti- 
vement que de x et /. 
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Des équations 






dz 
dx 


cos/ dz 
COS/ï' df 


cos/w 

cos AI 


on déduit 







d^z d cos/ d cosm 



dxdjr df cos/i ~~ c^x cos/i ' 

d'où, en développant et en ayant égard aux relations (a), 

,fss .dcosn dcosn 

(P) c08/-^=C08m-^^. 

Si Ton différentie successivement cos* /-h cos* m 4- cos*/i = i 
par rapport à j? et y, et que Ton tienne compte des relations 
précitées, on trouve 

, d cos/ dcosn 

cos/ — , — -HCOS/î — T — =0, 
ox ox 

dGOsm dGOsn 

cosm — T h cosAi — T — = o. 

df df 

En éliminant —^ — ? -^ entre ces équations et l équa- 
tion (P), on obtient 

dcosl _ dcosm 

dx "~ df 

Comme cos/ ne dépend que de a: et cosm de y, le rapport ne 
peut être qu'une constante j j et, en désignant par aeib deux 
autres constantes, il vient 

cos/ = ' — t — y cosm = ^^— ï — j 

d'où 

cos/i = iv'^iî — C^ — «)*—(/- ^')« . 

D'autre part, l'équation pdx-hqdy = dz peut s'écrire 

cosldx-T- cosm df -h cos n dz = o, 

d'Où 

cosldx-hcosmdy (x — a)d.r-h(f — b) df 



dz = — 



cos/i 



v//i*— (x — «)2— (j — Ô)» ■ 
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Si Ton désigne par c une dernière constante arbitraire, il 
vient, en intégrant, 

(a: _ rt)î -H (j — A)î -+- (2 — c)« = //«, 

équation d'une sphère, comme on devait s'y attendre. 

11. Sur dwerses propriétés des surf aces, — Les équations (6) 
du n*» 2 donnent 

, , rdx-\-sdY ,, . ..-4 

rfCOS/ = -.- p d{\ -it- p^ -^ q^) *, 



v/i-h/?5 



2-1- r/î 



q' 



j sdx-^tdy j. , , -i 

rtCOS/w = • - — qd{\ -^ p^-\-q*) *, 

\/i-^p^-h-q* 
dcosn = — [(pr-^ qs)dx -h{ps -\- qt)df](i-{-p*-hq*) *. 

Si N' désigne la normale au point {x-{-dx,y -i-dy^z -hdz) 
ou M', nous avons 

cos(N', jc) = cos/ -hfl^cos/, 

COS(N', j) = COSW -h- fl?C0S7W, 

cos(N', z) = cos« -\- deosn. 

Prenons maintenant la normale pour axe des z, dirigeons M^, 

M/ suivant les tangentes aux sections principales, désignons 

par u la distance M'M et par a son inclinaison sur 0^. Nous 

aurons 

d.f = u cos a, df = u sina ; 

par suite 

(a) cos(N',a:)= — «rcosa, cos(N',j) = — ut sina, cos(N',2)=i. 

1° Théorème de Sturm, — Les équations de la normale N' 
sont, en désignant par X, Y, Z les coordonnées courantes, 

X — u cosa = — ur cosaZ, Y — u sina = — ut sinaZ, 

d'où 

Z = - = R pour X = o, 

Z = i=R' pour Y=o. 

Donc, les normales menées aux points infiniment voisins de M 
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rencontrent les axes de courbure des sections principales. Si 
Ton mène les normales aux points M' d'un contour fermé in- 
Oniment petit (a), ces normales détermineront une surface 
réglée, dont les génératrices rencontreront les axes ci-dessus. 
Dans le cas où (a) est un cercle de rayon a, cette surface a 
pour équation 



(Z — R)« (Z — R')* 

2® Déviation. — La déviation de la surface au point M' est 
Tangle 4* que forme N' avec sa projection sur le plan ^MM', 
c'est-à-dire le complément de l'angle formé par N' avec la 
tangente à la surface, perpendiculaire à MM'. On a donc 

^ — ru cosa sina — ru sina cosa 
ou 

{b) ^=j(i-i.,)8ina«. 

On voit ainsi que pour deux directions rectangulaires MM', 
MM" et pour la même distance u : i° les déviations sont égales 
en valeur absolue; 2° les cosinus des angles formés par N'avec 
MM" et par N" avec le prolongement de M'M sont égaux et de 
signes contraires et, par suite, le premier de ces cosinus est 
identiquement égal au cosinus de l'angle de N" avec MM'. 

3° Angle de deux normales consécutives M^, M'N'. ^- Si w 
désigne cet angle, on a 

(!)«= (û^cos/)*-+-(fl?cosm)*+(û?cos/2)'= M*(r2cos'a-f- t^ sin*a) 

ou 

, . , ,/cos*a sin*a\ 

(0) "" = «'(~K^^'5^A 

Si nous plaçons u sur l'une des diagonales du rectangle con- 
struit sur les axes de l'indicatrice, nous avons, selon que R' 
est positif ou négatif, 

tanga = ilz^=b-, 
et la formule (c) donne 

u'^ 



RR' 
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On remarquera que, si R' est négatif, u se trouve sur l'une ou 
Tautre des asymptotes de Tindicatrice. 

4° Sur/aces gauches. — Soient (/fg. 2) 




O'O la plus courte distance de deux génératrices infiniment 
voisines O'A', OA. 

OB la parallèle en à O'A' déterminant avec OA un plan per- 
pendiculaire au plan O'OB; 

M, N les projections d'un point quelconque M' de O'A' sur 
OAetOB; 

;: = 0M; 

9 Tangle du plan tangent M'MA en M avec le plan O'OB, 
c'est-à-dire le complément de l'angle du plan tangent avec 
Tangle BOA. 

On a 



MN 



3 X BOA z 



00' 



= r 



en désignant par k le rapport de la plus courte distance de 
deux génératrices infiniment voisines à l'angle qu'elles 
forment entre elles. 

Portons sur l'asymptote OA de l'indicatrice de M la lon- 
gueur MMi== M. Comme les normales en M, Mi sont perpen- 
diculaires à OA, nous avons 

dtp ku 

et l'équation (d) se réduit à 



-««-—Ai — ' 

ce qui donne la loi suivant laquelle varie le produit des 
rayons de courbure principaux sur une génératrice. 

R. 2 



t8 chapitre II. 

5® Des faisceaux. — \Svi faisceau esl un système de droites 
infiniment voisines les unes des autres, dont les plus courtes 
distances et les inclinaisons mutuelles obéissent à certaines 
lois de continuité. 

Proposons-nous de déterminer les conditions que doit rem- 
plir un faisceau pour que ses droites soient normales à une 
surface (5), par suite à une série de surfaces parallèles. 

On peut considérer la position de chaque droite Mm comme 
déterminée par son intersection M ou (^,7, z) avec une sur- 
face quelconque (S), et par les angles a, p, y qu'elle forme 
avec Oo?, Oj, 0^. Soient 

dz = p dx -T- q df 

l'équation différentielle de la surface (S); U=:Mm la por- 
tion de la droite issue de M, limitée par la surface (5). On a, 
pour les coordonnées de m, 

jri = .r-h Ucosa, jTi = J -H Ucosp, 2i = 2-hUcosY, 

d'où 

dxx -•= dx -+- cos a dX] ■+■ U û?cos a, 

dji = tïf/ -+- cos p fl?U 4- U fl?cos p, 

dz^ — p dx -^- q dr -^^ cosy crtJ -i- U dco^^. 

Pour que la droite Mm soit normale à (5), il faut que 

dxx cos a -f- dj\ cos p -+- dzy cosy = o 

ou, en ayant égard aux valeurs ci-dessus, 

(A) û?U = — ( cosa -f- p cosy) rfj: — (cosp -h gcos^) d/^ 

ce qui exige que 

-(cosa-h/?co8Y)= £(cosp4-^cosY) 

ou, en développant, 

^cosa ^cosp c^cosY (^cosy^ 

dy àx ^ àj " dx 

Si Ton remplace . ^ > ~Â P^^ \q\xv% valeurs tirées de 
cosaû?cosa-i- cosprfcosp -hcosy rfcosy = o, 
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on obtient 

d cos ^ / d cos a a d cos S \ 

COSY —3 — - -\-p cosa — T — -H cosp — r-— ) 

,g . ^ àx ' \ dj- "^ àjr I 

c^cosa / <)cosa ^c^cosBX 

= cos Y — T h 7 ( cos a — h cos p — ^ — - ) 

oy ^ \ ox ' ox I 

pour la condition cherchée. 

Première application, — Supposons que la surface (S) 
soit normale à la droite Mm, que nous prendrons pour axe 
des ^, en plaçant Torigine en M ; portons respectivement sur 
M^, M7 les longueurs infiniment petites MMi, MMj égales 
à m; nous aurons <iU = o et, d'après l'équation (B), 

c)oo<5a (^cosB 

" — 3 — = " -Ti > 
oj ox 

ou, en désignant parMimi,M2m2les droites issues de M,, M2, 

cos(/nj, x) = cos(//2i, j), 

et, comme la direction de M^ est arbitraire, on retombe, pour 
la surface (5), sur le théorème relatif à la déviation. 

Deuxième application, — Admettons que les droites Mm 
soient tangentes à la surface (S); en substituant dans Téqua- 

Uon(B) 

cosY =/? cosa-i- q cosp, 

nous aurons 

/ c^cosa o(^cosa\ / qC^posP c^cosB 

En suivant une ligne tracée sur la surface (S), cette équation 

donne 

cosa ri? cos a _ cosp a? cosp 

/ 
d'où 



ou 



pcosa d(5 grcosp 


d(j 


^cosa qA^cosB 
cosa — -j h cosp , ^ 

d<s ^ drs 


I rfeosa 


/?cosa-h 7 cos Y 


p d<j 


dcos^( 1 rfcosa 



d<j p dd ' 
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on a donc, en se reportant aux n°* 1 et 2, 

COSX _ COSfX __ COSV 

cos/ ~~ cosm ~ cos/i 

d'où X zn /, ^ zz: m, V := /i. Il suit de là que les points de con- 
tact des droites du faisceau avec la surface (S) déterminent 
sur cette surface des lignes auxquelles ces droites sont tan- 
gentes et dont les plans osculateurs sont normaux à la sur- 
face ( lignes géodésiques). 

6° Sur une propriété des rayons réfractés. — Soient ( fig. 3) 




(So) une surface traversée par des rayons lumineux pour pé- 
nétrer dans un milieu homogène (Ao); 

(S) la surface de séparation de ce milieu avec un milieu ré- 
fringent (Ai); . 

Mo un point (^Tq, y^, z^) de (Sq); 

M le point (a?, j, z) où le rayon qui passe par Mo rencontre (S) ; 

«0» Po> yo l^s angles de MoM ^ U avec Ox, Oj, 0^; 

Mm le prolongement de MoM dans (A,); 

MMi le rayon réfracté; 

^u yu ^1 les coordonnées d'un point quelconque Mi de ce 
rayon défini par MMi= Ui; 

«i> Pi> yi les angles de MMi avec 0^, Oj, 0^; 

MNo, MNi les portions de la normale à (S) en M situées dans 

(Ao), (AO; 

«0, i\ les angles d'incidence MoMNo=/wMNi et de réfraction 
M^MÎÏi; 
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illM^=d(j l'élément rectiligne de (S) dont les projections sur 

les axes sont dx, dy, ds; 
a, p, y les angles de MM' avec Oj?, 0/, Os; 
ç l'angle des plans M'MNi, mMNiMi. 

De 

a:o= X — Ucosao, 7o=/ — Ucospo» 2o=5 — Ucosyo 
on tire 

dx^= d.c — cosaoûfU — U<5?cosao, rfx'o = '-» rfeo = 

Si Ton ajoute ces dernières équations après les avoir multi- 
pliées par cosao» cosPo> cosy©» que l'on tienne coujpte de la 
relation 

dxQ cos«o-f- ^0 cosPo-t- dzQ co8Yo= o, 

qui exprime que Mo m est normal à (S), on trouve 

lAJo = dx cos oiQ-h df cos Po -H dz cos yo 

= (cos«ocosa -h cosPo cosp -h cosYoCOSY)rfcT = rfcTC0s(U, <5?ct). 

Le triangle sphérique déterminé par les droites MM', Mm, 

HMi donnant 

cos ( U, <5?ci ) = sin «0 cos <p, 

on a simplement 

fi?Uo = sin 4 cosç rfff. 

Nous avons maintenant 

j:i = xH-Ui cosai, n =JH-Ui cos^i, 2i = z-h Ui cosyi; 

d'où 

dx\ cos ai -h e(x"i cos Pi -H û?3i cosyi 

= dx cos QLi-h- df cos Pi H- c?3 cos fi -H ^Ui 

= ^(j(cosacosai-i- cosPcospi-+- cosy cos^i) -h dUt 

= d^ cos(Ui da) H- c?Ui = d(j sin 1*1 coscp -h rfUi 

,._ sinï'i ^- û?Uo „, 
= dUo -^— -\- ^1 = —F- H- ^U, 
sinto / 

en désignant par/Tindice de réfraction. Si Ton prend 

U = — y -4-const., 
on aura 

dxi COSai-f-rfri C0SPiH-fi?2i C08Yi= o. 
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// suit de là que les rayons réfractés sont normaux à une 
série de surfaces parallèles. 

12. Tangentes conjuguées. — Proposons-nous de détermi- 
ner Torienlalion de l'intersection du plan tangent en M avec 
le plan tangent au point infiniment voisin M'. En désignant 
par X, Y, Z les coordonnées courantes, on a, pour l'cqualion 
du premier plan, 

Z — 2=/?(X-.r)-f-<7(Y-r), 

et cette équation, jointe à sa différentielle en faisant variera, 
/, -, ou 

— dz = — p dx — qdy-\- {y^ — x)dp-\-{\ — y) dq^ 

déterminera l'intersection dont il s'agit. Mais, comme 

dz = p dx -\- q dy, dp = r dx -\- s dy, dq = s dx-h- 1 dy, 

ta seconde des équations ci-dessus se réduit à 

Y — X _ rdx-\-sdy 
X — ./; t dy -\- s dx 

Faisons maintenant coïncider Torigine avec M et dirigeons 
M^, M/ suivant les tangentes aux sections principales; en 
désignant par a, a' les inclinaisons sur M.x de MM' et de l'in- 
tersection des plans tangents, comme nous avons tanga =: -J- » 

Y 

tanga'= ^, l'équation ci-dessus devient 

tangqt tanga'= • 

Donc, en se reportant au n° 4, l'intersection de deux plans 
tangents consécutifs est le diamètre conjugué du rayon vec- 
teur de l* indicatrice sui^^ant lequel on a mené ces plans. 

Les deux directions ont reçu la dénomination de tangentes 
conjuguées. 

13. Plus courte distance des normales menées en deux points 
infiniment voisins M, M' d'une surface. — Soient {fig- 4) 

MM'=^(t; 

ir= du la plus courte distance des normales ; 

FN la parallèle à IM en V limitée au plan tangent en M. 
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La droite MN étant perpendiculaire au plan NFM', Tangle 
MNM' est droit. La droite MN, comprise dans le plan tangent 
en M et parallèle au plan tangent en M', est donc parallèle à 
Tintersection de ces deux plans, en d'autres termes c'est la 
tangente conjuguée de MM'. 

Fig. 4. 




Si donc i est l'angle de ces deux directions, on a 

(i) du=i ci<j cosi. 

Il est facile d'obtenir l'expression analytique de du. Soient, 

en effet, 

X= — pZ-{-x -h pz^ Y= — 9Z-i-/-+-^3 

et, en négligeant les termes du second ordre, 

X = — (/>-+- dp)Z -h x-h (Lr-h (p-^dp)z -h p dzy 
Y = — (q-hdq)Z-T-x -^dy -i-{q -hdq)z -^q dz 

les équations de deux normales consécutives. Une formule 
connue donne, pour la plus courte distance de ces droites, 

, _ — (dx -f- p dz) dq -+- {dy ■+■ q dz) dp 
^dp^ -H dq'^ -\-{pdq — q dp ;* 



£n substituant dans le numérateur de cette expression 

dz =pdx -h q dy, dp = rdx-{-s dy, dq •=$ dx'\-tdy 

et réduisant, on obtient 

yjdp^ -h dq^-^i^pdq — qdpY 
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CHAPITRE m. 

DES LIGNES DE COURBURE. 



14. Généralités. Hélicoïde gauche, — Tout lieu des points 
d'une surface pour lesquels deux normales consécutives se 
rencontrent est une ligne de courbure. D'après la formule (i) 
du numéro précédent, une ligne de courbure est caractérisée 
par i = 90% d*où les théorèmes suivants : 

I** Une ligne de courbure en un point est tangente à l'une 
des sections principales; par suite, il passe en chaque point 
deux lignes de courbure qui se coupent à angle droit. 

Corollaire. — Les lignes de courbure d'une surface de ré- 
volution sont les méridiennes et les parallèles, 

2° La série continue des deux systèmes de lignes de cour- 
bure divise la surface en rectangles élémentaires. 

3<* Les normales à la surface aux points d'une ligne de 
courbure déterminent une surface développable. 

Il résulte du premier de ces théorèmes que Téquation dif- 
férentielle des lignes de courbure s'obtiendra en faisant 

dx d'v 

cosa = -7-> cos(î = -j- dans l'équation (7') du n<> 5 et qu'elle 

sera 

(i) jK'-*-^*)'^"-/'?']^^' 

[r(i-+- ^2) — f(n-/?«)] rf/ û?J7 — [(!-!-/>«) J — g/?r].^« = 0. 



Cette équation s'obtient d'ailleurs immédiatement en égalant 
à zéro l'expression (2) de tfa du numéro précédent, ce qui 
revient à exprimer que la distance de deux normales consé- 
cutives est du troisième ordre. 
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Considérons, par exemple, l'hélicoïde gauche représenté 
par réquation 

V 

z = kdLTC tang - > 
dans laquelle k est une constante. On a 

kjr k.r 



P=—z^-r^^' ^ = 



En substituant ces valeurs dans l'équation (5) du n° 5, et 
posant 

on obtient, pour les rayons de courbure principaux, 

k 

relation qu'on ne devra pas perdre de vue. Soit i l'inclinaison 
sur le plan xOy de l'hélice déterminée par le cylindre dont u 
est le rayon ; on a 

k = u tangi, d'où R = -r— ^ :• 

Il suit de là que les rayons de courbure principaux en un 
point sont égaux au rayon de cambrure de l'hélice passant par 
ce point. 

Si l'on pose 

X = u eos 6, y = u sin 6, 

on a 

A:sinÔ A:cos6 

'^ u ^ u 

2A:sinôcos6 A-(sin*Ô — cos*6) 

r = = — ^ s= -^ , 

et l'équation (i) devient 

[ M» ( sin* 6 — cos* 6 ) — A:* cos2 6 ] dy^ 
4-2Sin6cos6(2W*-h^*)ûtrrf/— [ttî(sin*6 — cos*e)-HÂ:*sin*G]^î=o. 

Si l'on y substitue 

dx = cosô du — u sinO rtfô, dy = sinô du-\-u cos6 rf6, 



a6 CHAPITRE III. 

on obtient 



y/aî -+- k^ 



Les intégrales de cette double équation rentrent Tune dans 
Tautre, et, si A désigne une constante arbitraire, on a 



'' = z{^'^-i'^)- 



En se donnant un point {uq, 9q) par lequel doivent passer 
les lignes de courbure, Téquation ci-dessus fera connaître les 
deux valeurs de A qui déterminent Tune et Tautre des lignes 
de courbure. 

15. Lignes de courbure passant par un ombilic. Ellipsoïde. 
— Pour un ombilic M, Téquation (i) se réduit à une identité, 
ce qui devait être, puisque toutes les sections normales en ce 
point sont des sections principales. Il paraîtrait résulter de là 
qu'il doit passer par un ombilic une infinité de lignes de 
courbure, tandis que nous reconnaîtrons ci-après que, pour 
Tellipsoïde, il n*y en a qu'une seule. 

Pour expliquer ce fait. Poisson a fait remarquer que, si le 
terme du second ordre de la plus courte distance du n° 13 
(form. 2) est constamment nul autour de l'ombilic M, les di- 
rections des lignes de courbure devaient être obtenues en 
égalant à zéro le terme du troisième ordre de cette distance. 
Plaçons-nous à ce point de vue. 

Si ^ -h A^, y + Ay, ^ 4- As sont les coordonnées d'un point 
M' de la surface, infiniment voisin de M, nous avons, aux 
termes du troisième ordre près, 

r t 

A3 = p ^x -\- q tkf -\ — Ax* -\- s bjjc tky -\ — Aj', 

A A A I ^^ A O <^^ A A ï <^' A * 

ùkp r=zr tkX H- S ky H — — Ax* -t- — Ao: A/ -h - — Aj', 

A . . ^ àr , ^ dt ^ ^ i àt . ^ 

A/7 — ^ Aj7 -h / Ar H — T- Aj;^ -^ __ A.r Ar H r- Ar'. 

^ 2 cj/- dx 2 oy 

Plaçons maintenant l'origine en M en donnant à M j?, dans 
le plan tangeni, une position déterminée quelconque. Nous 
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avons ;r = o, 7 — o, z — o,p — o, 7 =: o, ^ = r, 5 = o et, par 
suite, 






Afl = r Ar + - -- Aa72 H- -r- Ax Aj -^ - T- Aa**. 

Les équations de la normale en M' étant 

X =-Z [rAxH- I |îAx>-H|^rAv+ i |->7=] + A.-. 

la plus courte distance de cette droite à M^ est 

ï Vi ât I dr i àt\ ^ ^ . 

_ ( ^ 1 Ar A.r2 — A./. * . 

\()x 1 dxj " 2 4/- J 

Soient MM' == û?<T, Aj =û?(Tsina, Ajr = ^(TCOsa; les direc- 
tions pour lesquelles du sera du troisième ordre seront don- 
nées par 

i\ àt ^ , làr \ àt\ 

I dt i àr\ ^ I dr 

11 suit de là que, en général, il passera par un ombilic une ou 
trois lignes de courbure. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les lignes de 
courbure de Tellipsoïde. Nous poserons 

en faisant remarquer que x\ est le carré de Tabscisse des om- 
bilics. 
En portant les valeurs de p, ^, r, 5, t déduites des formules 
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du n° 6, on obtient 

d*où, par la différenliation, 

OU, en éliminant t,^x^ — x\y'^ — œ\iÇr dans le coefficient de 
-T^i au moyen de l'équation (a), 



( 



^ rf.r2 ^^ )\jo djc^^ X dx^ ./72 rf^^ ~ ''• 



On doit donc avoir 

y d^X 1 dj^ y dy 



X dx^ X dx^ x^ dx 

ce qui revient à 



d_(y dy 
dx 



\x dxj 



Si donc l'on désigne par H, H' deux constantes arbitraires, 
on a 

Cette intégrale de Téquation (a) contient de trop une con- 
stante arbitraire, ce qui tient à ce qu'elle a été déduite de 
réquation différentielle de cette équation. La dépendance 
entre H et H' s'établira en substituant dans l'équation (a) la 
valeur ci-dessus de j', et l'on arrivera ainsi à 



On aura, par suite, 

(6) j2 = Ha72_ •''^^" 



Soit (^o> y^y ^o) le point par lequel doivent passer les lignes 
de courbure; l'équation précédente donne 

(c) x\x\Vi^-^\X^\xl^x\)-^ x\yl\Yi ^X}y\=o\ 
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d'où deux valeurs de H de signes contraires. Pour les valeurs 
négative et positive, Téquation (b) représentera respective- 
ment une ellipse et une hyperbole pour les projections des 
deux lignes de courbure sur le plan ^0/. 

Considérons maintenant les points de l'ellipse déterminée 
par le plan xOz et que, pour abréger, nous désignerons par 
le symbole (A, C). L'équation (c) donne 



H = o, H = 



^•2 /»2 



Pour ces deux valeurs, on a respectivement j = o, ce qui de- 
vait être, et 

•4/ 4 M/ l\ «A/ I 

Cette équation représente une ellipse si ^J > ^f et, dans 
le cas contraire, une hyperbole dont l'axe transverse est 0^. 
Ces deux lignes se réduisent à la droite Oa: pour ^J i= ûc]. Il 
suit de là qu'il passe par les ombilics une seule ligne de cour- 
bure qui est l'ellipse (A, C). 

Nous allons nous assurer que ce résultat est conforme aux 
idées de Poisson. Rapportons, à cet effet, l'ellipsoïde à un 
ombilic M pris pour origine, en dirigeant M^ suivant la nor- 
male intérieure et M^ suivant la tangente à l'ellipse (A, C); 
si nous posons 

1JÎ>= j5^[B2G2-i-AHB2-G2)], 

^ 2B3 

l'équation de l'ellipsoïde devient 
d'où l'on déduit, pour l'origine M, 

2 dr 6 A. dt X dr dt 



s^ 



dx 32 dx Z^ df df 

et réquation (2) donne 



(1 
X^(tang2a4-4)tanga = o. 
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Si rellipsoïde est de révolution, on a ciU = o, et cette équa- 
tion est satisfaite d'elle-mênne, ce qui devait être. S'il en est 
autrement, elle donne tanga = o, c'est-à-dire Tellipse (A, C), 
ce qu'il fallait établir. 

i 6. Interprétation géométrique des valeurs des dérivées de r 
et de t, lorsqu'on rapporte la surface à la normale et aux 
tangentes aux sections principales passant par le point consi- 
déré, — Si Ton fait rz= R dans l'équation (5) du n° 5, que 
l'on différentie cette équation par rapport à x, puis que l'on 
fasse /? = o, ^ 1= o, .ç =: o, on trouve 

^r2Rrf — r — n-hR2/^f ~-i-r— Wr/^^ -+- — V 

àx \ dx~^ dx) \dx dx ] 

d'où, en remarquant R~ - » 

dr_ i^ dR 

dx ~ R2 dx 

Désignons par (R), (R') les lignes de courbure qui corres- 
pondent aux rayons principaux R, R' et par Ç, Ç' les arcs de 
ces lignes mesurés respectivement à partir de deux lignes 
de courbure déterminées (R'o), (Rq). En se donnant? et Ç', les 
lignes (R) et (R'), par suite leur intersection M seront com- 
plètement déterminées. En faisant varier Ç, Ç' on embrassera 
tous les points de la surface, ce qui permet de supposer que 
R, R' sont exprimés au moyen de ces variables. En se plaçant 

à ce point de vue, il est clair que -r- ne sera autre chose que 

^R 
la valeur limite de -r— qui entre dans l'équation ci-dessus. On 

aura donc 

^ = — ;7r ^^ > et de môme 



dr 


1 dVi 


dx ~~ 


R2 dÇ' 


dt 


i^()R' 


dx 


R'2 ^C 


dr 


1 dVi 


df 


R2 <' 


dt 


1 dV^' 


df ~ 


R'2 dC' 
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17. Courbure d'une ligne de courbure, — Si, en suivant 
une ligne de courbure, on différenlie son équation (7') du 
n° 5, puis que l'on fasse /> = o, ^ — o, 5 = 0, cos(3 = sina, 
on obtient (*) 

(dr ât . \ 

— ( ;5-cosaH- — sma I cosaa 

-h(r — t) (feina— -^ hcosa h 1~ ^sin2a = o. 

\ «a ta... / '2 a<J 

Les équations (7) et (8) du n<> 2 donnent de la même ma- 
nière 

— - — L = r cos*a -h t sin*a, 

rf cos a . ^ cos S 
cosŒ — hsma — 5 — *- = o. 

Pour la ligne (R) ou pour a = o, on a 

rfeosS I âr dcosy deosa, 

* ^ — • ^ /• 



d^ r — t dj d<j ' d(T 



= o. 



Nous désignerons par Ri et Rj les rayons de courbure des 
lignes (R), (R^ et nous aurons d'abord 

I , i dr^ 

— = r' H — 

OU, d'après le numéro précédent, 

I I / R'2 dR^\ ^ ^ . 

^ Rî = Ri i^-^(R-R')* à^^J ^^ ^^ °^'"^^ 

^ ^ ' - I / 'R« dW^ 



R'i^ R'*V (R — R')' ^C* 

Comme vérification de ces formules, plaçons-nous dans le 
cas d'une surface de révolution dont (R) serait la méridienne. 

^R 
Nous aurons -r-7 == o, par suite Ri= R. Si 9 est l'angle formé 

par la tangente à la méridienne avec l'axe de révolution et u 



(») En observant que 

ds ds ds f^ àr àt ^ 

rr- = .— cosa + ^r- cosp = -r— cosa + -r- cos B. 
09 oc oy ^ oy ox ^ 
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le rayon de parallèle, on a 



±R'= " 



COSCp 

d*où 

^ -^ = ^ 5 ^ = tangcp àz W tango -j^ ; 

. ^9 I 

mais -}î — q= H' Psii' suite 

(4) -■5ç" = ~T~"^^"^^' 

et la seconde des équations (3) donne 

ou 

R'2 = u\ 

ce quMl s'agissait de vérifier. 

18. Diverses formes sous lesquelles peut se mettre Véqua- 
tion des lignes de courbure, — i® L'équation (7) du n® 5 peut 
s'écrire 

r <f.r -h s dr t dy -h s dv 

dx -+-p (p dx -h q dj) "~ djr -^ q{p dx -\- q d) ) 

OU 

dp dq 

dx -h p dz dj -\- q dz 

2° Si l'on remarque que 

COS/ COS/72 
p=z , q= , 

'^ COS/2 ^ COS 72 

, cos/rfco?// — cos//r/ro?/ , cosm^cos/z — cos/? r/cos//2 
rf/>» = , dq = ? 

Ux = da cos a, dy = ^œ cos p, dz = da cos Y, 

l'équation ci-dessus devient 

cos /2 f/ COS / — COS/rfcOS/2 __ COS/2 ^ COSm — COSm ^l?C0S/2 

cos// cos a — cos /cos Y cos/2 cos p — cos m cos y ' 

d'où cette l'orme (0. Rodrigues) 
. r\ dcosl dcosm dcosn 

{0) = ^r~ = • 

COS a cosp cos Y 
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On arrive immédiatement à ce résultat par les considéra- 
tions suivantes. Soient Oa=iOa'=:i les parallèles en aux. 
normales à la surface menées en deux points consécutifs 

d'une ligne de courbure (R); on a aa'z=i ^-; mais la projec- 
tion de aa' sur O.r est <icos/ = aa' cosol; donc 

R d ces 1 = d(T cos a, 

ce qu'il s'agissait d'établir. 

3<» En meltant l'équation de la surface sous la forme 

on aurait à faire subir une transformation à l'équalion (i) des 
lignes de courbure; mais il est plus simple d'opérer directe- 
ment. 

On a, pour la normale au point (j:*, j, z) de la surface, 

Pour exprimer que cette normale rencontre la normale 
menée au point {x -h dx, y + dy, z + dz)^ il suffit de joindre 
aux équations précédentes celles qu'on obtient en les diffé- 
rentiant suivant la ligne sur laquelle les deux points doivent 
se trouver, c'est-à-dire 

, jàf df . „ ^.ôf âf , 

(X-~.r)d-- -—ax — {L — z)d : — h ~ dz = o, 

Oz Oz ax 0.C 

En éliminant les coordonnées courantes entre les quatre 
équations qu'on vient d'écrire, on trouve 

^^^ ) f'^f ^ àf,\,âf /âf, àf^\^df 

-+- { ;^- dz — - dx) d -f -\- (i-dx — ~df)d-- = o. 
l \dx âz I àf \àf àx -^ I âz 

R. 3 
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On éliminera les différentielles totales au moyen de 

d^ = ^-^ix -^d -^dz 
d.v ~~ dx^ ^ dxdf "^ dx âz ' 

(7) Wf=--- 

oz 

De cette manière on arrivera à une équation du second 
degré en dx, dy, dz, à laquelle on devra joindre la suivante 

-^dx-i- i- d)-^~^dz = o. 

dx ây " dz 

Conséquence. — Supposons que le plan tangent en (^,/, -s) 
soit parallèle à ^0/, et proposons-nous de déterminer la 
condition qui doit être remplie pour que les tangentes aux 
lignes de courbure soient parallèles h Ox, Oy. On a, pour le 
point considéré, 

, àf df 

dz — o, -^ = o. "T- = o- 

dx or 

Quanta ^j il ne peut pas être nul, car autrement le point 
az 

serait singulier. 
L'équation (6) doit être vérifiée par^x^o, d[/ = o, d'où 

^àf .àf 

dx of 

Les équations (7) donnent pour dx =z o, puis pour dy =z o, 

d^l = ^V dx 
dy dxdy ^ 

I 

d*où, pour la condition qu'il s'agit d'obtenir, 

^ ^ dxdy '~ ' 

19. Condition pour que Vintersection de deux surfaces soit 
une ligne de courbure pour chacune d'elles, — En accen- 
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tuant les lettres pour la seconde surface, nous devrons joindre 
à réquation (5) la suivante : 

/;.,. dcosT dcosm' deo9>n' 

( 5 ) — - r= -— = • 

cosa cosp cosY 

Les deux équations 

cosacos/ -h cospcosm h- cosycos/î = o, 
CCS a CCS /' -h CCS p ces /w' -H ces Y CCS /î' = o 

peuvent alors s'écrire 

cosl' deosl ■+- cosni dcosm m- cosn' dcos/t = o, 
cos/ rfcos/'-h cosm dcosnï-h cosn dcosn'= o, 

et, en les ajoutant et intégrant ensuite, on obtient 

cos/ cos/' 4- cos m cos/w'-h cos/2 cosn' = const. 

Donc les deux surfaces doivent se couper sous un angle 
constant (théorème de Joaghimsthal). 

En reprenant le calcul en sens inverse, on conclut que : 
Si deux surf aces se coupent sous un angle constant et si V in- 
tersection est une ligne de courbure de l'une d'entre elles, 
elle est aussi une ligue de courbure de Vautre, 

Toute ligne tracée sur un plan étant une ligne de courbure 
du plan, on a ce corollaire : Si une surface admet une ligne 
de courbure plane, le plan de cette ligne coupe la surface 
sous un angle constant, 

20. Théorème de Dupin. — Si trois séries de surfaces se cou- 
pent mutuellement et normalement, leurs intersections seront 
pour chaque surface ses lignes de courbure. 

Soient 

{fig- 5) un point par lequel passent trois de ces surfaces, 

que nous désignerons par {x), (j), {z)\ 
Ox, 0/, 0^ leurs normales respectives en ce point; 
{x,y) l'intersection de {x), (j) qui est tangente à 0^; 

{y,z) » (r), (s) » Ox; 

•{z,x) » {z),{x) » Oj; 
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OM, OM', OIW trois longueurs infiinment petites égales por- 
tées sur ces trois lignes; 
Nj:, Ny les normales en M à (a:) et (j); 
N;,N; » M' à (7) et (z); 

Ni, N; 



» 



M'a {z) ei{œ). 



Fig. 5. 



Oc,a>J 




(^.yJ 



On a, pour exprimer que N^, Ny sont perpendiculaires, 

COS(Na:, x) COS(Ny, x) 

-\- COS(Na', j)cos(Ny, r) -t- cos(N.r, z) COS(Nj-, z) = o. 

Or les angles (N^;, ^), (Ny,/) sont des infiniment petits du 
premier ordre; les angles (N^^, 5), (Ny, ^) ne diffèrent de 90" 
(|ue d'infiniment petits de cet ordre. On a donc, au second 

ordre près, 

/ cos(Nj-, .r) -h cos(Nj:, j) — o et de môme 

(o) j cos(n;:, j) -■:- cos(n;., z) = o, 

l cos(N;i., 2) -hCOs(N^, x) = o. 
D'ailleurs nous avons, d'après le n<» 11, 

/ cos(N.r,j) = cos(Ni, 3), 

( /; ) \ cos ( NJ, , 2 ) = COS ( Ny , .r ) , 

\ cosCN'l, x) = cosCN^o')- 

Les six équations (a), {b) entre aulant de cosinus considé- 
rés comme inconnus n'ayant pas de termes indépendants, ces 
cosinus sonl nuls. On a notamment 
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ce qui exprime que les déviations de (x) en M, M" sont nulles; 
il suit de là que OM, OM'' sont les éléments des lignes de 
courbure de (œ) tangentes hOz, Oy; comme est un point 
quelconque de (^, y) par exemple, cette ligne est une ligne 
de courbure de {x) dans toute son étendue. 
L'analyse conduit facilement à ce résultat. Soient, en elïet,. 

les équations de trois séries de surfaces rapportées à des axes 
rectangulaires quelconques, dépendant des paramètres arbi- 
traires X, Xi, ^2. Pour que ces surfaces se coupent orthogonale- 
ment, il faut que 



dx dx 


^ àf àA 

àf àj 


, àf àf 
dz dz 


àA 
di- 


àf 

dx 


^ àA àA 

df df 


dz 


àA 
dz 


àA 
dx 


àf 

dx 


àA 

àf 


àf 
dr 


^àf df 

dz dz 



o, 



o, 



= o. 



Si Ton différenlie respectivement ces trois équations par rap- 
port à Xy y, z, on obtient 

àf d\U àf à^ f à\f dA . àf d\f, 



dx dx^ dx dx^ dx df df df dx dj 



dx dx df dx dx Of df df'^ df dj'^ 
àA àf df d^A àf.^ à\f . df d\f. 



dx df df 


àf, 


à\f. 


àf 


àf- 


àA 


à\f 



à\f àf ^ df d\f, 
dx dz dz dz dx dz 





à\f, àA 1 àf d\f, 
àj dz de ' ai df dz 





dA à\f df d\f^ 






dx dx dz dv dx dz df df dz df df dz dz dz^ dz dz^ 

Considérons trois valeurs déterminées de X, Xj, X,, et pla- 
çons Torigine des coordonnées à l'intersection des trois 
surfaces. Soient 

Ox la normale à la surface (X2) tangente à rinterseclîon 

(X, XJ; 
Or la normale à la surface (X) tangente à Tintersection 

0^ la normale à la surface (Xj) ta-ngente à Tinlersection 
(X2, X). 
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On a, pour le point 0, 

âjc dz ôf dx ôz ôf ' 

ot les équations (9) se réduisent aux suivantes : 

df ôxdjr dz dxdz ' 



dz df dz dx dx df ' 

àAJlL^^ l'A =0 

dx dx dz df df dz 

En éliminant j- entre la première et la troisième, on ob- 
tient 

^ ^_àj,d^ ^^ 
dz df dz dx dx df ' 

d'où, d'après la seconde, 

à\fj_ ^ ^ fj^ ^ ^ 

dx df ^ df dz ^ 

par suite 

d\f _ 

dx dz 

11 résulte de la première de ces dernières équations, par 
exemple, et du n° 18 que la ligne de courbure de la sur- 
face (Al) est tangente aux intersections (X,, X), (Xg, X), et, 
€omme est un point quelconque de l'intersection (X, Xj), on 
conclut que cette intersection est dans toute son étendue une 
ligne de courbure de (X) et (Xi). 

21. Application du théorème de Dupin à la détermination 
des lignes de courbure de l'ellipsoïde. — Soit 

l'équation dé l'ellipsoïde dans laquelle on supposera c-> b^. 

Si l'on désigne par [i? un paramètre arbitraire compris 

entre b^ et c% les hyperboloïdes à une nappe, représentés par 
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l'équation 

détermineront sur l'ellipsoïde une série de lignes de cour- 
bure que nous désignerons par (/jl). 

Si V* est un paramètre arbitraire compris entre o et 6^, les 
hyperboloïdes à deux nappes déflnis par 

(CJ — =ï 

^ ^ V^ V2 b^ 6-2 V2 

couperont l'ellipsoïde suivant la seconde série (v) de ses 
lignes de courbure. 

En projection sur le plan a:Oz, les équations des lignes de 
courbure de l'un et l'autre système sont respectivement 

f)^.V^ ^ (fî— /;2)22 ^ ^Î.y2 (c2„ /;2)32 ^ 

X2(Jl2 "^ (X^-^;(6-=«— JJL2; "~ '' T^ ^ (,X2— f2)(f2— V^) "" '' 

et représentent deux ellipses. 

Si l'on veut faire passer les lignes par un point donné* 
(•^0» yo9 ^o) de Tellipsoïde, les constantes fx^ et v* se détermi- 
neront au moyen des équations (6) et (c). 

On remarquera, d'après ce qui précède, que 

>^*> Ht2>v2. 

22. Premières notions sur les coordonnées elliptiques, — 
On dé(èuit des équations (a), (6), (c) 



' f -.2 



(X2— C2)(C2— ^2)(C2— V2) 
(^6'2— /;2)6'=' 



Tous les points de l'ellipsoïde seront déterminés en faisant 
varier les paramètres fx* et v^ entre les limites qui leur ont 
été assignées plus haut. Les variables fx et v ont reçu le nom 
de coordonnées elliptiques. 

Dans ce système de coordonnées, les lignes de courbure 
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passant par un point de la surface seront respectivement re- 
présentées par fjL = consl., v = consl. 

Proposons-nous de déterminer les expressions, en coordon- 
nées elliptiques, des rayons de courbure principaux de l'ellip- 
soïde. En faisant dans Téquation (d) du n<* 6 

puis remplaçant œ^, r^, z^ par leurs valeurs ci-dessus, on 
trouve 

r gg- fJL^ ) ( X2 — VM] 2 (X2— /j2)(X2— f2) _ 

équation dont les racines sont 



X2 — V = 



^ / (X--^-[Jl2)(X^-v^-) 



Il s'agit de savoir à quelle série de lignes de courbure se 
rapportent l'une et l'autre de ces expressions. En supposant 
ix'^— c^, on a 

X2v2 (X?_/;2)(/,2_v2) 

et la ligne de courbure de la série (/jl), 

.r2 7'2 ^ 

X^ "^ X^-//^ ~'' 

dont le rayon de courbure aux sommels du grand axe est 
— — . Mais pour ces sommels on a v*=^2, et la seconde 

des équations (e) donne R'= — -^ Il suit de là qu'on a 

généralement R'=R^. et, par suite, R==Rv pour les rayons 
de courbure principaux correspondant respectivement aux 
séries (/jl) et (v). 

Pour les ombilics, les valeurs f/^ et v^ doivent être égales 
et, par conséquent, égales à la limite commune b^; alors 



on a 
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l^b^ A«(A2— B*) 



c^ A2 C-^ 


— ) 


J-^ - 0, 




^2 _ (X2— cî)(r2-/;2) 


C2(B2 C2) 

A^ — i'J 



ce qui sont bien les résullals auxquels nous sommes parvenu 
au n° 9. 

23. Enveloppe d'une sphère. Surface-canal, — Considérons 
une sphère mobile dont le centre est assujetti à décrire une 
courbe donnée et dont le rayon varie avec la position du 
centre. L'intersection de deux sphères consécutives est un 
cercle suivant lequel Tune et Tautre des sphères touchent la 
surface-enveloppe, et ce cercle est une ligne de courbure de 
cette surface, puisque, en chacun des points du cercle, les 
normales à la surface sont les rayons de la sphère. 

Réciproquement, une surface qui admet un système de 
lignes de courbure circulaires est Tenveloppe d'une sphère. 
En effet, de ce que la ligne de courbure est plane (n° 19), 
son plan coupe la surface sous un angle constant. Les nor- 
males à la surface aux poinis de la ligne déterminent un cône 
de révolution dont le sommet est le centre d'une sphère tan- 
gente à la surface, ce qui établit la réciproque. 

Lorsque le rayon de la sphère est constant, l'enveloppe est 
une surface-canal, La surface a pour ligne de courbure un 
grand cercle dont le rayon est un rayon principal. L'intersec- 
tion de deux sections circulaires consécutives est l'axe du 
cercle osculateur de la courbe directrice. Le centre de cour- 
bure d'une section principale normale au cercle est l'inter- 
section, avec l'axe de courbure de la- directrice, du rayon du 
cercle. Si donc p est le rayon de courbure de la directrice, 
B l'inclinaison sur le prolongement de p du rayon du cercle, 
le second rayon de courbure principal sera 

R'= -^ -+- R. 

Réciproquement, toute surface dont un rayon de courbure 
principal R est constant est une surf ace-canal. En eff'et, si l'on 
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désigne par dx, dy, dz les projections sur Oor, 0/, Oz d'un 
élément d'une ligne de courbure correspondant au rayon 
principal R, on a (n° 18) 

dcosl _ 1 dcosm _ i dcosn _ i 

~^^~K' Uj " Û ' dz~ ^ iO 

d'où, en suivant la ligne et désignant par x» n, K trois con- 
stantes pour celte ligne, 

r — Rcos/=/, j — Rcosw — T^, c — Ilcos// = J. 

L'équation finie d'une série de lignes de courbure ne ren- 
fermant qu'une constante, deux des paramètres /, n, Ç dépen- 
dront du troisième: soit 

et Ton aura 

équation d'une sphère dont le centre est assujetti à décrire la 
ligne représentée par les équations précédentes. 

Le second rayon principal ne peut être constant que si la 
ligne directrice se réduit à un point. Donc la sphère est la 
seule surface dont les rayons de courbure principaux sont 
constants, 

24-. Surfaces dont les rayons de courbure principaux sont 
égaux et de signes contraires, — En exprimant que Téqua- 
tion (5) du n° 5 a ses racines égales et de signes contraires, 
on a, pour l'équation différentielle de ces surfaces, 

(lo) (r -i-/>2)/ — 2/?</.v-H (i -»- (y^)/* — o; 

cette équation est également celle d'une surface dont l'aire 
limitée par un contour donné est minimum. En effet, il s'agit 
de rendre minimum l'intégrale 

dx l ^i-i-p'1-^ff^dy, 

dont les limites restent fixes. On a donc 



f dx j ^i-i- pi -^ q'2 df = Oj 

d'où l'équation (lo). 
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Nous ne nous arrêtons pas aux différcnles formes que l'on 
a données à rintégrale générale de l'équation (lo). Nous re- 
viendrons plus tard sur ce sujet en substituant à ^, / d'au- 
tres variables plus favorables à l'intégration. 

Qu'il nous suffise, quant à présent, de constater que l'héli- 
coïde gauche (n° 14) et la caténoïde (^) sont ûe\x\ surf aces 
d'étendue minimum. 

25. Surface (S) dont les lignes de courbure d'un système 
(A) sont planes, et dont les plans coupent orthogonalement 
la surface, — Soient XY Tinterseclion des plans de deux 
lignes consécutives (A), (A'); m, m' les intersections de ces 
lignes avec une ligne (B) de l'autre système. Comme l'élé- 
ment /Ti/V est perpendiculaire au plan de (A), on voit qu'on 
restera sur la surface, en supposant que ce plan tourne d'un 
angle infiniment petit autour de XY, que par suite (A), (A') 
sont identiques. Il suit de là que la surface (S) sera complè- 
tement déterminée en se donnant le profil (A) et la surface 
(léveloppable, lieu des axes instantanés XY. 

11 est clair que, pour réaliser la surface (S), il suffit de con- 
cevoir que le plan de (A) roule sur la surface développable 
ci-dessus. 

26. Surfaces moulures, — Si la surface développable, dont 
il vient d'être question, est un cylindre, les lignes (B) seront 
les intersections de la surface (S) avec des plans perpendicu- 
laires aux génératrices du cylindre. 

Réciproquement, lorsque les lignes de courbure (B) d'un 
système sont comprises dans des plans parallèles^ les lignes de 
courbure (A) de Vautre système sont situées dans des plans 
tangents à un cylindre. En effet, soient {fig* 6) 

n, n'y ... les intersections d'une ligne (A) avec les lignes 

(B),(BO, ...; 
nïy n'T, ... les tangentes en n, n', ... à (B), (B'), 

Les tangentes «T, n'T' sont comprises dans le plan tangent 



(') Surface engendrée par une chaînette tournant autour de son axe 
extérieur. 
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en n\ et comme elles sont situées dans les plans parallèles 
de (B), (B'), elles sont parallèles. Il suit de là que le lieu de 
/iT esl un cylindre dont (A) est aussi une ligne de courbure, 
et par suite la section droite. Les plans normaux aux intersec- 
tions des lignes consécutives (A), (A'), ... avec (B) seront 
tangents à un cylindre normal au plan de (B). 



l'ij;. f). 




On arrive aisément à ce résultai par l'analyse; à cet eflel, 
dirigeons 0,3 parallèlement aux plans des lignes (B), doni 
réquation sera de la forme 



Soient MMi, MM'i les éléments rectilignes de (B) et (A); 
d la caractéristique des différentielles qui se rapportent à 
(A). Les angles a, p, y se rapporteront à (B). De 

cosa cos/ -h cos p cos w -\- cos y cos/i = o, 

on déduit, en exprimant que MM| est perpendiculaire à la 
normale en M\, 



cos a rf' cos /-h. . .= o 



ou 



o = (i -l-p2_|_ ^y2) 2 (cosa «?'/? + cospr/Vy) 

_i 
-r û?'( J H- p2 _|_ <y2 ) 2 ( cos a ./? -4- cos P . </ — COS7 ) 



= ( I -h /)2 H- </2 ) 2 ( cos a û?'jP H- cos p dq ) 

-— {d'iog^i -i-p^-h q^ (cosacos/+cosp cos/72 -h cos Y cos /l) 

_1. 
= (i-h p^-^-q^) ^ (cos ad' p -hCOS^d' q). 



par suite 

(0) 



cosa d'p H- cos p d'q = o. 
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Mais réqualion (a) conduit à cosp=3 a cosa-; on a donc 

d'p = — a d'q, 

(1*011, en désignant par n une constante arbitraire qui se rap- 
porte à (A), 

ce qui revient à 

COS/-+- acosm -i-t) cos/« = o. 

On déduit de là 

d' cosl -{- a d^ cosm -h t) d' cosn = o. 
Or, d'après le n° 18, 

d'.v d'y d'z 



d' cosl d' cosm d cosn 
par suite 

d'à: -f- a d'y -^rid'z = o, 

et enfin, en désignant par Ç une seconde constante qui se 
rapporte à (A), 

équation d*un plan perpendiculaire au plan représenté par 
l'équation (a), et c'est ce qu'il s'agissait d'établir. 

27. Surfaces dont toutes les lignes de courbure sont planes. 

\^ Équation différentielle, — Concevons une sphère dont 
le rayon est l'unité et dont le centre est l'origine 0; les 
rayons parallèles aux normales à la surface considérée, me- 
nées aux points d'une ligne tracée sur cette surface, déter- 
mineront sur la sphère une autre ligne qui t?>V\di transformée 
sphérique de la première. 

Si la ligne de la surface est une ligne de courbure (A), ses 
éléments seront parallèles aux éléments correspondants de 
sa transformée sphérique (a); il en sera de même des plans 
osculateurs qui, par suite, couperont respectivement sous le 
même angle la surface et la sphère. Il résulte de là que, si la 
ligne (A) est plane, la ligne (a) sera aussi plane et le plan 
de (A) coupera la surface sous un angle constant. 

Les transformées sphériques des séries de lignes de cour- 
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bure (A), (B) constitueront deux systèmes de cercles (a) 
et {b) qui se couperont à angle droit. 

Soient m l'intersection de deux cercles (a), (b); S, T les 
sommets des cônes circonscrits à la sphère suivant ces 
cercles. 

De ce que (a) et {b) se coupent à angle droit, la droite Sm 
sera tangente à (b); il suit de là que le lieu des poinis S pour 
toute la série (a) sera compris dans le plan de (b), par suite 
dans le plan de tous les (b). Le lieu de S est donc une 
droite (L) par laquelle passent tous les plans de la série (b). 
D'ailleurs, les plans des cercles de contact (a) avec la sphère, 
des cônes dont les sommets se trouvent sur (L) se coupent 
suivant une droite (L') perpendiculaire à la précédente. Il 
résulte de là que les plans des lignes de courbure de la sur^ 
face sont parallèles à deux droites orthogonales (L) et (L'). 

Soient {/ig. 7) I le milieu de la corde (L') représentée par 
aa', par lequel nous ferons passer Oz; A la distance 01. 




Dirigeons O7 parallèlement à aa'i la parallèle (L) à Or 
coupera Oz en un point J déterminé par 05 = -ir- 
Un cercle (a) peut être représenté par 



(0 



3 = a J7 -+- A'. 
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On déduit de là 

dy (h. dz z — A 

^ dx dx dx X 

dz 
d'où, par réiimination de -r-t 

x^-^ xy -^ — \-z{z — A ) = o ; 

ce qui revient à 

C0S2/-f- COS/COS/W -, r COS/l(COS/i — A) = O 

dx 
ou à 

dv _ A */i H- /;2 -^ 72 _|- j _f_ pt 
dx pq 

La tangente à une ligne de courbure étant parallèle eu 

chaque point à celle de sa transformée sphérique, on peut 

dy 
porler la valeur ci-dessus de -j- dans Téquation différentielle 

des lignes de courbure du n° 14, et Ton obtient aussi pour 
réquation différentielle des surfaces dont toutes les lignes de 
courbure sont planes 

i pq\_^{i -\- q'^) — v/i-i- />*-!- 7*]/* 

( — 2 A(l H-/?2)(i_+_ <yl).ç _ „, 

1^ Intégrales premières (0. Bonnet). — Soit 

(3) z = ax-^j{tx) 

réquation d'un plan d'une ligne (A); en exprimant que ce 
plan coupe la surface sous le même angle que le plan repré- 
senté par réquation (i) coupe la sphère, on obtient 

I -+- a/7 A 



d'où 

(4) ^^^^mz^iii}.. 

p 

En portant cette valeur dans l'équation (3), on aura une 
intégrale première de l'équation (2). 



48 CHAPITRE m. 

Si 

(3') 5 = pj + /0) 

est l'équation du plan d'une ligne (B), la valeur de (3 sera 
fournie par Téquation (4), dans laquelle on remplacera A 

par -rr et où l'on permutera p et q. On aura ainsi 

(4') ^^^J^^^l-,^ 

et, en substituant dans l'équation (3'), on obtiendra la seconde 
intégrale première de l'équation (2). 

3" Intégrale générale. — Si nous posons 

nous obtenons par la différentiation 

du = X dp -^y dj. 

Substituons maintenant à x, y les variables /?, q en fonction 
desquelles ^, v, 11 seront censés exprimés. Nous aurons 

d'f f)'f 

Op ^ Oq 

et les équations (3) et (3^) deviendront 

du du j. 

En portant dans 

Ou ô'i 

du = -— dp -\- -- dq 

Op ^ ôj ' 

I 1 i du au . , . . ^ 

les valeurs de -r- 3 -^ déduites de ces équations, nous obtien- 

op Oq ' 

drons 

|(ar/ -4- p/> — oi^)du 
= u(i^dp-^CLdq)-^f{^)[pdf/^{<^r-q)dp] 
-^fi{?)[qdp-h{ct-p)dq]. 
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Mais on a 






(6) { . 

^q ' 

qdp^(.-.p)dq=^3l}^J±F^îa% 



?dp 






el l'équation (5) devient 

[a2(i -h <72) — 2 A /Th^TM^-}- I -}-;?2] ^« 

— - G?[ A2(l -+- g2) _ 2 A /l -i- p2 H_ ^2_|. j _^p2] 
~p'f{OL) dcL + A2g3 /j( p) ^3 =, o. 

Cette équation s'intègre en divisant respectivement ses 
trois termes par les cubes de la première, de la deuxième et 
de la troisième des valeurs identiques 

(7) { 

= ^,(«2-- A2-+- 1)2 = A^r/^B*--! -r 

\ A2 

On obtient alors 



1 

^ 2 



U 



[A2(h-^2)_2Av/h-;?2_^^2^I_^^j-|2 



(a2_A2-Hi)2 I /^ i \l 
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Remplaçons u par px -^ qy — i, et posons 

r-i T7. — /* f(0L)d7, 

J (aî— A2-Hi)2 



, / — û^ 



i!^^0' 



A2 

nous aurons 

(9) 2=/?['^-+-?(a)]-^^[r^-?i(P)]. 

Il suit de là que la surface est l'enveloppe d'un plan qui se 
déplace en vertu de la variation de deux paramètres arbi- 
traires. En différentiant successivement Téquation (9) par 
rapport kp ei q, on obtient 



(10) 






En éliminant/?, g entre les équations (9) et (10), on aura 
l'intégrale générale de l'équation (2). 

4® Cas particulier où /(a) =^ o. 

Les équations de la normale au point (^,/, z) de la surface 
sont 

( X — X-h/?(Z-3) = 0, 

^^ 1 Y-jr-4-^(Z— 3) = o. 

En faisant ;r= -, la première prend la forme 

a 

Z — z--=— a/?(Z— 3)-r-Z — aX 

OU, en vertu de (4), 

\{Z-z)\/i-hp^-^q^=Z -aX. 

Soient C l'intersection des normales à la surface menées 
aux points infiniment voisins M, M' de (B); R le rayon de 
courbure principal OC; si X, Y, Z sont les coordonnées de C, 
l'équation précédente nous donnera 

Z — aX- AR =0. 



. 
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Mais, en allant de M en M', les quantités X, Z, R ne varient 
pas, tandis que a varie de d(x; Téqualion précédente exige 
donc que Xi=:o. Ainsi le lieu des centres C, pour la ligne (B), 
est compris dans le plan ^Oy, et on a pour le point C 

(12) X = o, Z=AR, R={Z-z)\/i-i-p^-hqK 

En éliminant/ dans la seconde des équations (n) au moyen 
de l'équation (3'), et ayant égard à la valeur (4') de (3, on 
obtient 

et, pour le point C, en vertu de la troisième des formules (12), 
(i3) Z-pY-^-/i(P) = o. 

Si Ton élimine ^, y entre les équations (3), (3') et (9), après 
y avoir fait /(a) =:o, 9(a) =0, on trouve 

En retranchant cette équation de la deuxième des équa- 
tions (12), multipliée par (a(3 — (3/? — a<7), puis éliminant 
Z — ^ au moyen de la troisième de ces équations, et enfin, 
ayant égard à la formule (4) qui permet de mettre en évi- 
dence le facteur a dans le coefficient de R, on obtient 

ou, en ayant égard à la première des relations (6), 

fl_ /.(P)-P?.(P) 

Il suit de là que pour la ligne (B) le rayon R est constant et, 
par suite, Z et Y en vertu des formules (12) et(i3); en d'autres 
termes, le point C est fixe, la ligne (B) est l'intersection de 
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son plan avec la sphère, ayant C pour centre et R pour rayon. 
En faisant varier (3, le lieu du centre C sera une certaine ligne, 
et la surface sera déterminée par les intersections successives 
des sphères. Nous retombons ainsi sur la catégorie des sur- 
faces, dont nous nous sommes occupé au commencement du 
n*» 23, en supposant plane la ligne directrice. 

28. Surfaces développables dont les lignes de courbure 
sont planes, — Ce qui précède n'est pas applicable à ces sur- 
faces, dont une génératrice est une ligne de courbure com- 
prise dans un plan dont l'orientation est indéterminée. Re- 
portons-nous à la figure du n^ 8, en supposant que /Wj/n,, 
m^m^ sont les éléments consécutifs d'une ligne de courbure, 
respectivement perpendiculaire à a^m^y a^m^, et soit m^n le 
prolongement de m^m^; considérons le triangle sphérique 
formé par les droites m^a^y m^m^y m^n, dans lequel l'angle 
dièdre m^n est le complément de l'angle Q du plan osculateur 
avec le plan normal. Nous avons, en négligeant les infiniment 
petits du second ordre, 

/^\ /^N /\ X\ ^ 

cosa2'^2^3= cosa2'^2'^ + ^ma^m^ti x /W3W2«sin6, 
ou, en posant a^ m^ m^ = a^ in^ n — 6, 

6 = m^rn^n sin6; 

mais â est l'angle de contingence de ce que devient la ligne 
de courbure lorsqu'on développe la surface sur un plan; on 

a donc 

8 I 

par suite. Ri étant le rayon de courbure de la ligne, 

sinO _ 1 

Mais, en se reportant au n'>8, le théorème de Meusnier donne 

cos6 __ p ^ 
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par suite 

tangO = - . 

P 

Si la ligne de courbure est plane, 9 est une constante (n° 19) 

et, par suite, - est constant; il suit de là que Tarête de re- 

broussement est une hélice (n^ 1), et enfin que : Les seules 
surfaces développables dont les lignes de courbure sont planes 
sont les hélicoïdes développahles. 
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CHAPITRE IV. 

DES UGNES ASYMPTOTIQUES. 



29. Une ligne asymptotique d'une surface à courbures 
opposées est une ligne telle qu'en chacun de ses points elle 
est tangente à Tune des asymptotes de Tindicatrice. Il y a 
donc deux séries de lignes asymptotiques dont l'une, pour les 
surfaces gauches, est évidemment l'ensemble des génératrices 
rectilignes, puisqu'on doit avoir en chaque point de ces lignes 

L'équation (2) du n°3 nous donne 

(i) rcos^a-h a^cosacosp H- ^cos^P = o, 

d'où, pour l'équation différentielle des lignes asymptotiques, 

(2) rdjc^-hisdxdy-\-t(fy^=o. 

En différentiant l'équation (7) du n° 2, on obtient 

rfcosY = (/•cosa-h jcosP) cosa -h{scosa -f- ^cosp)cosp 
-hpdcosa-^ qdcos^, 

ou, en vertu de l'équation (i), 

c?cosY =pdcosa -+■ qdcos^. 
ou encore (n° 1) 

COSV =pC08X -h ^COS|JL. 

II suit de là que le plan osçulateur d'une ligne asympto- 
tique est le plan tangent à la surface. 

30. Surface gauche à plan directeur. — Prenons ce plan 
pour celui des œy et soient 

3 = a, y =zbx-\-c 
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les équations d'une génératrice. En exprimant que cette 
droite s'appuie sur deux lignes ou directrices données, nous 
obtiendrons deux relations entre a, 6, c, que nous mettrons 
sous la forme 

De ces équations et des précédentes on déduit 

En différentiant successivement par rapport à ;r et j, puis 
effectuant une division, on trouve 

f=-?(^)- 

En différentiant encore cette dernière équation comme ci- 
dessus et éliminant ensuite 9'(^) entre les résultats obtenus, 
on obtient, pour Téquation différentielle des surfaces dont il 
s'agit, 

qtp — 2pqs-hp^t = o. 

Si on élimine s entre cette équation et l'équation (2), on ob- 
tient ces deux solutions 



(3) 
(4) 



La solution (3), eu égard à ce qui précède, peut se mettre 
sous la forme 

dr 

d'où, en supposant ^ == a, 

et 

Y = bjc ■+- const., 

ce qui est l'équation d'une génératrice. 

Lorsque Os est l'une des directrices, la surface est un 
conoïde droit, et il est facile de reconnaître que son équation 



dy 


P 


de 


— — > 


dy 


qr 


dx" 


Pf 
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est de la forme 

(5) * = /(f)' 

On déduit de là 

et réquation (4) devient 



cLc X 

r 



(S) 

Si l'on pose - = (^, d'où dy^i^dx-^x dv, Téquation ci-des- 



sus donne 



f(v), dx 



d'où, en désignant par c une constante arbitraire, 

(6) ^^^cf{v) = cf'(^^y 

Si/f ^ j est affecté d'un coefficient dans l'expression (5), on 
peut en faire abstraction au point de vue de l'équation (6). 

AppLrcATioNS : 
I® Hélicoïde gauche zz=: k6, — On a 

/((;) = 6 = arclang(', 



I -h V^ X^-^jr^ 

et réquation (6) donne 

x^-hf^= const. 

Les lignes asymptotiques de la seconde série sont donc les 
hélices de la surface. Ce résultat devait être prévu, puisque, 
d'après la relation --R'=:R, les lignes asymptotiques des 
deux séries se coupent sous un angle droit. 

2® Conoïde dont la directrice curviligne est une loxodromie 
d'un cône de révolution autour deOz, — En désignant par 
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A et X deux constantes, l'équation de la surface est de la 
forme (^) 

on a donc 



en appelant u le rayon \/jc^-i- y'K On a donc 

3° Conoïde de la voûte d'arête en tour ronde.' — La direc- 
trice curviligne est une ellipse dont le centre se trouve sur 
Oxy et dont les axes sont parallèles à 0/ et 0^. En désignant 
par m et /i deux constantes données, l'équation de la surface 
est de la forme 

et l'équation (6) donne 

y 
.r2 = c - y 

y/x'^—ny'^ 

OU en coordonnées polaires 

r(i^tang«e)tan£;e 
w^= y'-). 

(*) Voir notre Traité de Mécanique générale^ T. VII, p. 178. 
(*) Il est facile de vérifier que les lignes asymptotiques des surfaces ré- 
glées du second degré sont les génératrices rectil ignés. 
i<* Hyperholoide à une nappe 

Les valeurs de jo, q, r, j, t se déduisent de celles qui ont été données au 
n** 6 pour l'ellipsoïde, en y remplaçant C' par — G'; en les substituant dans 
Féquation (2), on trouve 

(a) (^._A')^-2^>^^^+y«-B'=o, 

d'où, par la différentiation, 

L'intégrale générale de cette dernière équation est ;, - = const.A:, et en 

ax 
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31. Lignes asymptotiques d'une surface de révolution. — 
Si, dans l'équation (2), on introduit les valeurs de dx^ dy 
données au n° 7, on trouve 

(r ces* 6 -4- 2.y sin 6 CCS 6 -h ^ sin* 6 ) rf«« 
-H a[(f — /•) sine cos6 -h .f (cos«6 — %\\i^^)\u du d^ 

-4- (r sin*6 — is sinô cos6 h- t cos^Ô)^^ û?6» = o. 

En substituant les valeurs de r, ^, t en fonction de u et ob- 
tenues au même numéro, on obtient, pour Téqualion des 
lignes asymptotiques, 



ou, en posant «'= v, 

portant cette valeur dans l'équation (a), on obtient la suivante 

t 

qui représente deux droites qui sont les génératrices rectilignes de la sur- 
face. 
L'équation (P) admet comme intégrale singulière 

Si l'on porte la valeur de '-^ qu'on en déduit dans l'équation (a), on 

(XX 

trouve la suivante 

x^ r' 

qui, comparée à celle de l'hyperboloïde, conduit à z = o. Donc la solution 
singulière donne la courbe tangentiellement à laquelle se projettent les 
génératrices rectilignes sur le plan xOy, 

2° Paraboloïde hyperbolique 

X' y 



L'équation (2) donne 



z= hx 

a o 



ax y a 
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Applications : 
1° Hyperboloïde de révolution à une nappe 



On a 









h 



par suite, 






a du 
^6 = 



d'où, en désignant par a une constante, 



a 
u = 



cos{6 — a)' 

équation d'une tangente à la ligne de striction. 
2° Surface 



On a 






aï 



/(p) = -/i^^-aS 






et réquation (7') donne 



^ ^ i\ v^ — «♦ p y u^ — a* M 

Cette équation montre que la courbe est limitée à la circon- 
férence dont le rayon est ay^S, ce que Ton devait prévoir; car 
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réquation de la courbe méridienne donne 



dz 3 b u^ 


rf«3 3 b u'^{u^ — ^aS) 


du 2 a^ /„v ^v 





Celte courbe a donc deux points d'inflexion correspondant à 
Tabscisse a sj^. 

Le cylindre parallèle à 0>3, ayant pour base le cercle de 
rayon a y/S , divise ainsi la surface en deux zones; celle qui est 
intérieure au cylindre est à courbures opposées, tandis que 
rinverse a lieu pour Tautre. 

D'après Téquation («), la projection sur j^O/ d'une ligne 
asymptotique est tangente au cercle de rayon a et normale au 
cercle de rayon a\/i=iiy02a. On aura donc une succession 
d'arceaux tangents à la première circonférence et ayant des 
points de rebroussement sur l'autre. Les lignes asymptotiques 
des deux systèmes sont évidemment identiques. 

En mettant l'équation (a) sous la forme 



,rfe = i/:::i^^, 



_ / '6 a'*— V 

si l'on pose 



v^ 



w' = 



(^2 - a* ' 



l'équation précédente se réduit à 



±^6 = i^ ' 



jdw; 



d'où 

it 26 = arc tang w — /3 arc tang — 4- const. 

v/3 

et enfin, en mesurant 9 à parlir d'un point de rebroussement, 



2-6 = /3 arc tang ^ 3^^,_^,) - arc tang ^ -^-^3:^;- • 

La distance angulaire entre un point de rebroussement et un 
point de tangence immédiatement voisin est j (v/3 — i). 
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3° Caténoïde 

2 ' 

On a 

z = û[log(«-l- v/«2 — ^i) — loga]; 

par suite, 



f (0 = 



rt 






el 









On déduit de là, en désignant par A une constante arbitraire 
d'où 

A2<.±4Ô_2Ae*26(2P — rt2)4_rt2.^ O, 



et efifîn 



m2=^-+-^('^ 6^29+ A 6=^29). 



11 suffit de considérer un couple de signes des exposants, car, 
en supposant que u^ corresponde aux signes supérieurs, on 
obtiendra le même résultat pour les signes inférieurs enrem- 

plaçant -^ par A. 

On peut donc écrire 

«2= ^-f-(Ae2Ô-h^^îôV 



A 



Pour un point donné, les deux valeurs obtenues pour A dé- 
termineront les lignes asymptotiques passant par ce point. 

4° Surface engendrée par la trac triée 

/— , a -h /«!* — «2 

z — — va^ — u^-i-nios • 

u 



62 CHAPITRE lY. 

On a 



/ ((;) = — /«î— i; H- a log ^-p , 



4^,2 y/a»— t' 



puis 



ou 



( ^û a dv 



^3 : " ^" 



s/a'^—u'^ M 

En posant f/ =^ a sinop, on obtient 

sinO 
d'où, en désignant par A une constante. 



sincp 



I-h coscp 
et enfin . 

ko 



kt^. 



u = 



On a 



/(p)=v/R*-(/^-«y 

et 



d-...e = R^^ 



-v/^)[R^-(sA;-a)^]T' 
d'où 



^6= ^^" 



Si Ton pose 

u = û8in*cp, 

on trouve 

^e= R^tangcp 

/Rî (n- lang» çp )2 + «2 
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el s'exprime en fonction de (p au moyen d'intégrales ellip- 
tiques. 

32. Courbure des lignes asympto tiques. — Pour obtenir la 
courbure de ces lignes, on ne peut pas avoir recours au théo- 
rème de Meusnier, qui conduit à un résultat de la forme 

Il faut donc attaquer directement la question. 

oo X G 

Si Ton différentie Téquation (i) en suivant la courbe, puis 
que Ton fasse ensuite coïncider les axes des x et des y avec 
les tangentes aux sections principales qui passent par le point 
considéré M, on trouve, en remarquant que (3 = go®— a, 

rfcosa . rfcosS dr , àt . ^ 

1 r cos a — h 2 f sm a — -. — - -4- —- cos^ a -+- -- sin^ a 

acT a<s ax of 

-4- 3 ( - cosa H- - - sina j sina cosa — o. 

L'équation (8) du n^ 2 donne de la même manière 

d cos a . cos 3 

cos a — -, h sin a — -^-^ = o ; 

rt(x de 



on a, par suite, 

^COSa 



'2{r — t) cosa 



d(j 



Vàr ^ dt . . . fdr àt . \ . "1 

=z — — cos' a -f- -r^sin'a 4-3 1 r- cos a -h —sina j smacosa 

^cosS 
= — i(r — t) sina — ^ — -y 

« 

d cos y 
el, comme (n<* 29) —, = o, on a pour la courbure cherchée 

I I ràr , àt, . ^ 

zt - ~ -; ,— ; -,- cos'a -h - sin^a 

p 'i{r — /) sina cosa Ldj7 ôf 

-T- 3 I -r^- cos « 4- J- sin a J sin a cos a . 
Mais l'équation (i) donne 



sm 



' = \/jzr,' '=°s' = -y^'' 
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il vient donc 

' I \ ^ àr , ^i de \ 

(8) J tis/-rt(r-t)i^ -^ 



-'K<-"^*£'H!- 



Avant d'aller plus loin, nous nous arrêterons un instant à 
rintersection de la surface avec le plan tangent, et dont 
réquation est 

^ fàr ^ ôt \ dr ^ ât 



rx^-^tj^-^ 1 ( ^^'3+ J.yzJ ^:_^2^H_ j-xj^-h,..= o. 



En faisant ^ =r o, / = o dans la deuxième et la troisième dé- 
rivées de cette équation, on obtient 

r -h tj'^ = o, 

On voit ainsi que la ligne considérée est tangente aux lignes 
asymptotiques et que, par conséquent, M est un point double. 
En portant dans la formule 

- I y-" 



(I_H/2)I 



les valeurs de y', y" y déduites des équations précédentes, on 
trouve pour résultat les | du second membre de la formule (8). 
Donc le rayon de courbure de chacune des branches de Vin- 
tersection de la surface avec le plan tangent est les \ du rayon 
de courbure de la ligne asymptotique qui lui est tangente 
(Beltrami). 

Revenons maintenant à la formule (8). Nous désignerons 
par R" la valeur absolue du rayon de courbure principal né- 
gatif, et en nous reportant aux formules du n*» 16 nous ob- 
tiendrons 



I RR" r I <^R I <^R' 






(9) i 



)]■ 
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33. Cas ou la surface est de révolution. — Nous avons ici 

dK _ ^ _ 

et, en se bornant à considérer les signes inférieurs, la for- 
mule ci-dessus se réduit à 

^1 R/r /i r/R 3 d^" 



mais la formule (4) du n® 17 nous donne 

dW R-1-R' 

nous avons donc en définitive 

_^ i /R' VÔK 3(R-t-R"), 1 

Dans les applications qui suivent, nous prendrons l'axe de ré- 
volution pour axe des Xy et nous rappellerons que 9 est Tangle 
que forme avec cet axe la tangente à la section méridienne. 

1° Hyperholoïde à une nappe : 

j,2 y2 



«» ^2 ~ '• 



On a 



dr h^x . b^x ^ 1 a^-^ 

;;^ = tangtp = — — ; sin m _ — - 0059 = - 



3 1 
^- ^V^.^ ' ^== ^^i ' 

dX^ a>b^ \ ^ T T/ a^b^ 

puis 

R-4-R\ ^*>2_^-/;4.r2^_rt!2/;4 (^2-4- ^2) 

-r-^'°s?= ^^P7^ -^-^-^ -«2-^-^^» 

el réquation (9') donne - = o, ce qui est une vérification. 

P 

R. /î 
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2® Caténoïde : 



r 
1 



De ce que R''= R, on a d'abord 

±1= ' (^-etangcp) 
P 4Kv/2\^î / 

D'ailleurs, de la relation connue 

Ç = a tang o, 



on déduit 



d'où 



On a donc 



R= "" 



COS^cp 



-j^ =ia — rî- fr = a tango. 



R — rt 



I I ^ I /U — 

- = j^.ta„g<f=g^- 
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DES LIGNES DE NIVEAU ET DE PLUS GRANDE PENTE. 



34. Lignes de niveau. — Ces lignes sont les sections de la 
surface par des plans parallèles à un plan fixe xOy. Leur 
dénomination s'explique en supposant que le plan xOy est 
horizontal. 

Pour une ligne de niveau, on a 

dz = o, 

d'où 

(I) ^^:^_^ 

^ ' Ux q 

pour réquation différentielle de ces lignes. 

11 est évident que la tangente en un point d'une ligne de 
niveau est parallèle à la trace sur le plan xOy du plan tan- 
gent à ce point. 

En portant la valeur (i) dans l'équation (i) du n° 14 des 
lignes de courbure, on obtient 

pour l'équation différentielle des surfaces dont les lignes de 
niveau sont des lignes de courbure. 

On arrive à un résultat plus simple quand on prend zOx 
pour plan horizontal, car alors on a pour les lignes de iiiveam 

-^=0, et, en faisant cette hypothèse dans l'équation des 

lignes de courbure (n® H), on obtient 



r 


s 


— 


0. 


i-h/?2 


PI 
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Pour les surfaces qui satisfont à cette équation, Tune des 
conditions relatives aux ombilics (n«9) est satisfaite, de sorte 
que ces surfaces admettent des lignes ombilicales. 

35. Lignes de plus grande pente, — Une ligne de cette 
nature est celle dont la tangente en chacun de ses points fait 
le plus grand angle avec le plan horizontal xOy. 11 est évi- 
dent que la tangente en un point d'une telle ligne est normale 
à la trace du plan tangent en ce point sur le plan horizontal. 
Les lignes de niveau et de plus grande pente déterminent 
donc, sur la surface, coiAme les lignes de courbure, deux 
séries de lignes qui se coupent orthogonalement. 

En se reportant à Téquation (i), on voit que Téquation dif- 
férentielle des lignes de plus grande pente est 

(^> Ta: = p 

Les lignes de niveau et de plus grande pente d'une surface 
de révolution autour de Oc sont respectivement les parallèles 
et les méridiennes. 

Pour le conoïde droit z =/( — )? Téquation (2) donne 

^2_|_j2:= const., 

et les lignes de plus grande pente se projettent horizontale- 
ment suivant des cercles. 

X^ y2 ^2 

Pour l'ellipsoïde T2 + kâ + pi =^ l'équation (2) donne 

y^ = M j:, 

en posant t^ ==^ et désignant par M une constante arbi- 
traire. 
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DES UGNES GÉODÉSIQUES. 



36. Propriétés caractéristiques de ces lignes, — Une ligne 
géodésique est celle des lignes tracées sur une surface qui est 
la plus courte distance entre deux points donnés A et B. Le 
calcul des variations conduit à ce résultat : en chaque point 
d^une ligne géodésique , le plan osculateur est normal à la 
surface; mais on peut aussi y arriver par les considérations 
élémentaires suivantes. 

Soient a, b deux points intermédiaires de la ligne géodé- 
sique qui joint A et B; Tare ab sera la plus courte distance 
de a et b; car supposons qu'il en soit autrement et que akb 
soit cette plus courte distance, il est clair que AakbB serait 
la plus courte distance de A et B, ce qui est absurde. La pro- 
priété caractéristique d'une ligne géodésique a donc lieu pour 
un arc élémentaire ab formé de deux éléments rectilignes. 

Cela posé, soient 

C le centre de courbure d'une section faite dans la surface 

par un plan passant par la corde ab = k; 
p = aC; 

ds^zzaCO; 

arc ab^rzd(j^=^ p dz. 

On a 

/i — 2 p sin — — p «E I ) 

^ 1 \ 12 / 



ou, en remplaçant di^ par — ? 

P 

C?(T = c ( I -f- 
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On voit alors que dfj sera minimum quand p sera maximum 
ou, d'après le théorème de Meusnier, lorsque le plan aCb sera 
normal à la surface. 

Un fil tendu entre A et B sur la surface tracera une ligne 
géodésique. Un point matériel qui est soumis à l'action d'une 
force constamment normale à la surface sur laquelle il est 
assujetti à rester décrit une ligne géodésique : c'est ce que, 
pour abréger, nous appellerons la définition dynamique des 
lignes géodésiques. 

D'après le n*» 1; on voit qu'une ligne géodésique est carac- 
térisée par 

, , rfeosa I , c?cos3 i rfcosv i 

(l) T — = -cos/, — -j—^ = -cos/w, ; — - = - COS/I. 

acx p acx p d^ ^ 

37. Théorème de Gacss. — Si, aux points A, A', ... d'une 
ligne quelconque tracée sur la surface, on mène normale- 
ment des arcs géodésiques AM, A^M', , . , de même longueur, 
le lieu des extrémités de ces arcs est normal à chacun d'eux. 

Soient 

Ao un point déterminé de la ligne; 
arcAoA = C, arcAM^o*. 

Les coordonnées de M ne dépendront que de Ç et o-, et nous 
aurons 

dx = ~d(j -h - - Jw, dy =z . . dz = . . . . 

Soient 

Ak' = dÇ, A'M' = (7, MM'=dtj,; 

a, (3, y les angles avec Ox, 0/, 0-c de la tangente en M 

à AM; 
«i> Pi, yi les angles semblables relatifs à da^. 

On a 

dx Q 

cosa=— , cosp=..., cosY=..., 

-TTT^'/Ç = fi?<Ti cosai, 
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Si nous formons l'expression 

_ dz dx , . rf<Ti ., di\ 

T = V- t;; -+-• • •— ( COS a COS ai -h . . ,)^ = COSM-j=-> 

nous avons 

(^T à^x dx dx d^x 



d^x dx . I ^ /àx^ cljs dz^\ 



dcosa(?^ /(?cosa \ ^^1 

= (COS/COSai+. . .) -j;;- = o. 

Donc ï est une certaine fonction /(Ç) de Ç indépendante 
de 0-, et Ton a 

/(0 = cosM^. 
Mais, quel que soit Ç, cosM est nul pour a = o; donc 

et M est égal à 90° quels que soient a et Ç. 

Si AqAA'. . . se réduit à un point Aq, la démonstration pré- 
cédente n'est pas immédiatement applicable puisque Ç = o; 
mais elle le devient en considérant Ç comme étant Tangle 
formé par la tangente en AoàAoM avec la tangente à AoMo(*). 

(*) Démonstration géométrique ( J. Bertrand). — Soient {fig» 8) A^M, 




AqM' deux arcs géodésiques égaux, infiniment voisins, partant du point A^. 
En admettant que l'angle M' soit aigu, menons sur la surface Télémenl 
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38. Équation différentielle des lignes géodésiques en coor- 
données rectilignes. — Nous prendrons a? pour variable. De 
la relation connue 

cosY = p cosa H- ç cosp, 
on tire ^ 



dcosy / dr\ { dr \ « rfcosa rfcosv 



OU, en ayant égard aux formules (i), 

rfcOSY / COS/ 008 w 



dx 



— ( r 

OU encore 



/ COS/ 008 W\ 

\ " cosw ' ' co^n ) 

g)co8a-^(r|-..)co8P, 



(«) ^(,+^.+ ç,)=(;. + ,g)cosa+(«g+.)cos?. 



MI limité à A^M', faisant avec MM' un angle plus grand que M. On a 



IM < IM', 



AJ-hIM<A„H-IM' ou <A„M' ou <A„M, 

ce qui est absurde, puisque A^M est censé le plus court chemin de A^, en M. 
Il faut donc que les angles M, M' soient droits. 

Soit maintenant {fig'^) K^Kk'.,, la ligne dont il a été question en 

Fig- 9- 




premier lieu, en continuant à supposer AA' infiniment petit. Menons l'arc 
géodésique MA'; comme l'extrémité A' de cet arc considéré comme issu 
de M se trouve sur la tangente en A à la ligne A„A. . ., il ne diffère de AM, 
par suite de A' M', que d*un infiniment petit du second ordre. En considé- 
rant maintenant l'arc A' M comme issu de A', son extrémité M se trouve 
sur la normale en Ma A' M', par suite MM' coïncide avec cette normale, ce 
qu'il s'agissait d'établir. 



DES LIGNES GÉ0DÉ6IQUBS. 78 



Or on a 



cosY = 



par suite 

(à) 

d'ailleurs 



dcos^ 
dx 





dz 








dx 


i 
2 


I dz 

: — - • 


/ dj^ dz^ 

y ^'^ dx^'^ dx 


A dx' 


(- 


dj^\ d^z 
dx^ / dx^ 


dz 
dx 


df d^x 
dx dx^ 




A3 








> cosp 


I 
Â 


dr 
dx 



L'équation (a) devient ainsi 



(d) 



\f dy^\d'^z dz dr d^r'\ 



mais on a 



dz ^ df d^z _ dr dr^ 

dx " ^ dx' dx^ ~ dx dx^ ' 

et réquation {d) se réduit à Téquation cherchée 

après avoir supprimé le facteur q — p-j- qui, égalé à zéro, 

donne comme intégrale singulière les lignes de plus grande 
pente (n° 37). 

L'équation (2) est trop compliquée pour qu'on ait cherché 
à en tirer parti; aussi, dans chaque cas particulier, s'est-on 
ingénié à résoudre directement la question soit en partant de 
l'équation (i), soit en s'appuyant sur des considérations dyna- 
miques. Néanmoins, l'équation (2) peut donner des indications 
utiles dans certains cas, notamment dans le suivant : soient 
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un point de la surface; j© sa distance à la projection d'une 
ligne géodésique sur le plan tangent en 0; nous dirigerons 
Oy suivant jo> et nous supposerons jo assez petit pour qu'on 
puisse en négliger la quatrième puissance. Nous ne considé- 
rerons que la portion de la ligne pour laquelle œ reste du 
même ordre de grandeur que jo; dans ces conditions, y — Jo 

sera du second ordre et -^ du premier ordre. En représen- 
tant la surface par Téquation 

z = h Banr -\ — : 1- . . . , 

réquation (2) devient 

Mais nous ne conserverons dans cette équation que les 
termes du premier ordre, parce que, par suite de la double 
intégration, les autres donneraient des termes d'un ordre su- 
périeur au troisième. Nous aurons donc 

^-1-A(C7o-hBx) = o, 
d'où, en exprimant que y = yQ, -^ =:o pour a? = o. 



=/.-j(cr. 



B.x'\ , 



Il suit de là que, au troisième ordre près, la projection sur 
le plan tangent de Tare géodésique considéré est une droite et 
qu'un triangle formé par trois lignes géodésiques suffisam- 
ment rapprochées peut être, avec une grande approxipiation, 
considéré comme rectiligne. 

39. Propriétés des lignes géodésiques de V ellipsoïde. — Soient 

, , x' r* z* 

^ ^ n^ b^ c* 
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l'équation de Tellipsoïde ; 









la dislance du centre au plan tangent. 

Nous considérons /, m, n comme se rapportant à la normale 
intérieure dont la direction est celle des rayons de courbure 
principaux. Nous écrirons en conséquence 

P.r Pr Ps 

COS/ = -y COSW=— 7T> COS«=— -r? 

a^ b^ c^ 

et les équations (i) nous donneront 

, . dcosa P .r 

^ d<J, p a* 

d'où 

, J7 fl?cosa j fl?cos8 z dcosy _ P /.r2 j2 2;2\ _ i 
^^^~di ^62 af(T "^^ ~"55~"~—p V^"^?^"^^/ "~pP* 

L'équation (a) donne par deux dififérentialions successives 

— COSa -i- Tïï COSS -4- — COSY = O, 



X deosa y rfcosS z 

— -j- • . -4- 

«2 cl(j ^2 ^(j ^2 


rfcosY 
d(j 


— 


/cos2a 


COS23 


-4- 


cos' 

6'« 


Y 


et Péquation (d) devient 


















, . cos2a COS2 3 


C0S5 


;ï : 













Le diamètre D de rellipsoïde parallèle à la tangente à la 
ligne géodésique s'obtiendra en faisant ^= — cosa. . . dans 
réquation (a), ce qui donnera 

et réquation (e) deviendra 
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En dififérentiani ki et 77^ j on obtient 
et 

1 clD 1 /cosa r/cnsa » 

ou, en vertu des formules (c), 

^P P /.r \ 

ou encore, en éliminant p au moyen de la formule {g)j 



ji_ ^P 



Si l'on ajoute les équations {h) et (/) et qu'on intègre, on 
trouve 

(y) PD = const.C^ (théorème de Joachimsthal). 

En éliminant D entre les équations (^) et (y), on obtient 

d*où un autre théorème qu'il est facile d'énoncer. 

Supposons maintenant que l'ellipsoïde soit de révolution 
autour de 0/ et faisons passer œOy par un point déterminé 
de la ligne géodésique; nous avons 

pour l'équation de la courbe méridienne dont le rayon de 
courbure est 



el l'équation (k) devient 

P 



-j — const. 
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Donc le rapport du rayon de courbure d'une ligne géodé- 
sique au rayon de courbure de la méridienne au point de 
croisement est constant (théorème de Gudermànn). 

40. Equation différentielle des lignes géodésiques de Vhéli- 
coïde gauche, — Il nous paraît inutile de reproduire les con- 
sidérations dynamiques qui nous ont conduit à cette équation 
au n° 23 du Tome VII de notre Traité de Mécanique générale. 
En nous conformant aux notations du n°14et désignant par B 
une constante arbitraire, nous avons 

d^=-: ^'^ 



équation dont l'intégrale dépend des fonctions elliptiques. 

41. Equation différentielle des lignes géodésiques d'une 
surface de révolution. — Nous partirons de la définition dy - 
namique des lignes géodésiques. 

Soient u la distance d'un point de la surface à l'axe de ré- 
volution; 

{a) z = f{u) 

l'équation de la ligne méridienne; B l'angle formé par un mé- 
ridien quelconque avec un méridien ùxq. 

Les principes des forces vives et des aires nous donnent 

x^ = const., ^^2 -- ~ const., 

dt^ dt ' 

d'où, par l'élimination de ty 

(^) 5P = âv 

Si l'on élimine z au moyen de l'équation (a), s'exprimera 
en fonction de u par une quadrature. 

Supposons que la ligne méridienne soit représentée par 
une équation de la forme 

en désignant par t le rayon vecteur de la ligne émanant de 
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Torigine et par 9 son inclinaison sur Taxe Oz; nous avons 

« = V sin o, 3 = V cos ?p 
et, au lieu de Téquation (b), 

Nous allons vérifier cette équation dans le cas où la surface 
est une sphère dont le rayon t sera censé égal à Tunité; nous 
avons 

M= 0=. 

, /sin2© 

Si nous posons 



nous obtenons d'abord 



k 
sino = — T-, 



A:cos<f ^ 



Or 

, A- 0084» d^ T / . ^ . 7^ 

do = T-r~ — ^—y COS9 = -^ — T vSin^^l — A:*; 

par suite, 

d*oii, en choisissant convenablement Torigine de Tangle 0, 

cos'i^ = /i — /^^ cos 6 

et enfin 

A^ 

équation d'une ellipse rapportée à son centre et dont le demi 
grand axe est Tnnité. Si 0^ est l'origine de 0, Téquation ci- 
dessus revient à 

et, en y faisant x^=z i — y2_ ^2^ ^^ obtient 
équation d'un plan perpendiculaire à zOy. 



t2 = 
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42. Sur une propriété des lignes géodésiques d'une surface 
de révolution, — Soient 

Oy l'axe de révolution ; 

R' la normale de la méridienne limitée à Oj; 

R le rayon de courbure de la méridienne considéré comme 

positif ou négatif, selon que cette ligne présente ou non sa 

concavité ou sa convexité à Oy; 
p le rayon de courbure de la ligne géodésique ; 
k une constante qui dépend des conditions relatives aux 

limites de la lisrne. 



Ona(*) 



.-P^ / I 1 \ .r2 



d'où Ton conclut notamment que le théorème de Gudermann 
(n® 39) s'étend à toutes les surfaces de révolution du second 
degré. 

43. De la courbure géodésique d'une ligne tracée sur une 
surface, — Soient {fig. lo) 

Fig. 10. 




c' 



ab^^bc:=ids deux éléments recrilignes consécutifs d'une 
ligne quelconque (C) tracée sur la surface; 

Z?c' = ôc l'élément de la section normale menée suivant a6, 
c'est-à-dire celui de la ligne géodésique tangente qui suc- 
cède à ab; 

bd^zds le prolongement de ab\ 

R, p les rayons de courbure de la ligne géodésique et de (C); 

Q l'angle du plan osculateur abc avec le plan normal à la sur- 
face dbc' . 

L'angle cbd est l'angle de contingence de (C); l'angle cbc' 



(*) Voir notre Traité de Mécanique générale, t. VII, p. 82. 



8o 
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est appelé Vangle de contingence géodésique de cette ligne 

ds 
et p' = son rayon de courbure géodésique. 

chd 



On a 



ou 



—, c'd 

Cd = r, 

cos6 



_ dhd 
~~ cos6 



ce' — c'd tangO 



/\ , , , 

cbc' = c'6<itang0, 



d'où, en divisant par dsy 



I _ i 

p ~ ilcosô 



i = glange. 



La première de ces formules n'est qu'une vérification du théo- 
rème de Meusnier. La seconde donne 

p'=RcotO= -^' 
^ ' sin0 

Soient (y?^'. ii), dans la section normale menée suivant aby 
0, 0' les centres de courbure de la ligne géodésique et de (C), 

Fig. II. 




le second étant la projection du premier sur la normale prin- 
cipale de (C); q l'intersection de la direction de 00' avec la 
perpendiculaire à èO ou à la tangente dans le plan tangent. 
On a _ 

6^ = RcotO = p', 

et q est le centre de courbure géodésique de (C). 

L'angle du plan cbc' {Jig. lo) avec le plan tangent mené sui- 
vant ab étant infiniment petit, la projection de l'angle cbc' sur 

ce dernier plan est égale à cet angle, d'où il suit que cbc' est 
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l'angle de contingence de la projection de (C) sur le plan tan- 
gent; en d'autres termes, la courbure géodésique d'une ligne 
est la courbure ordinaire de la projection de la ligne sur le 
plan tangent, 

La distance de l'une des extrémités d'un élément de (C) au 
plan normal mené suivant la tangente à l'autre extrémité est 

. . I ds^ 
ainsi r* 

La courbure de la projection de (C) sur le plan osculateur 
de la ligne géodésique est ^ > et on a cette relation 

1 _ I I 

d'où un théorème qu'il est facile d'énoncer. 

44. Théorème de M, O. Bonnet. — Soient {/ig* 12), en 
considérant une ligne MM' tracée sur une surface, 

Fig. 12. 




A, B, 



M un point déterminé; 

A un point quelconque {x, y,z) défini par arc MA = t; 

AB = û?(t; 

q'ziz -f-T Je rayon de courbure géodésique; 
•^ sin0 

a', P', y' les angles qu'il forme avec Oxy Oj, 0^, 

Nous conserverons, d'ailleurs, pour la ligne MM' les nota- 
tions des n<>* l et 2. 

En désignant par w une constante infiniment petite, et par 
1 une fonction de d, portons, à partir de A sur la surface, et 
normalement à MM', l'élément rectiligne AAi==:cox; le lieu 
des points Ai sera une ligne MiM'^, pour laquelle on conser- 
vera les notations ci-dessus, en les affectant de l'indice i. 
R. ' 6 
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On a 

co8a = --, cosp=..., cosY=..., 

(1) /cOSai=->— > COsBi = ..., C08Yi = --5 

sin0 = cosa' cosX -+-... , 
cosacosx'-h. . .= o, 

et, en observant que, sur la figure, le centre de courbure géo- 
désique se trouve sur le prolongement de Ai A, 

(2) co8a'= — — — -y cosS' = ..., cosy'"---- 

De réqualion 

on déduit 

(j7i — x){dxi — dx) -h . . . -h to* 5ç^ rf;^ 

ou, en ayant égard à la quatrième des équations (i) et aux 

valeurs (2), 

(xi — x) dxi-h, . . — oi^x^^X^ 
ou encore 

dy 

(4) cos a' cos ai -+-... = — to-;-^' = cos Al. 

Il résulte de là que l'angle A, ne diffère de 90° que d'une 
quantité de Tordre de co. 
De la quatrième des équations (i), mise sous la forme 

{xi — x) cosa -f- . . . = o, 

on déduit, par la différenliation, 

dxi cos a -+- dfi cos p -t- dzi cos y — (dx cos 'x-\- dy cos ^-\-dz cos y) 

-♦- {xi — j;)<fcosaH- (ji — /)rfcosP -T-{Zx — 3)^0087 = o 

ou 

c?<Ti(cosacosaiH-. ..) — d<j — (cosa' — -^ h, , ,j uij^da = o. 

Les plans tangents en A, Ai faisant entre eux un angle 
infiniment petit, la projection de l'angle Ai sur le premier 
de ces plans lui est égale au second ordre près; comme cet 
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angle ne diffère de 90** que d'un infiniment petit du premier 
ordre, les tangentes à MM', MiM'i en A et A^ font entre elles 
un angle de cet ordre. Le coefficient de d^iy dans Téquation 
précédente, est donc égal à l'unité au second ordre près, et 
on peut écrire 

d<Ji — d<j = - (cosa' cosX -h . . . )a))^ r/(T = - sinô taj^ d<j = ^ , 

ou 

I A,B,— AB 



(5) 



p' AAi X Ali 



Si X 6St constant, on a rigoureusement A, = 90°, c'est-à-dire 
au second ordre près, et si Ton procède pour MiM', comme on 
Ta fait pour MMi et ainsi de suite, on couvrira la surface d'un 
réseau de lignes qui se couperont orthogonalement. 

45. Digression sur les coordonnées curvilignes. — Soient 

(i) F(x,jr, 2) = o 

l'équation donnée d'une surface; 

/(•2^>7>^)> /i(^>/>^) deux fonctions qu'on choisira à vo- 
lonté ; 
a, (3 deux paramètres arbitraires. 

En faisant varier a et p, les équations 

représenteront deux séries de surfaces qui se couperont sur 
la surface donnée suivant deux séries de lignes qui la cou- 
vriront en tout ou en partie. A un point donné (^, j, 5) de la 
surface (1) correspondront, en général, des valeurs détermi- 
nées de a et (3. Réciproquement, on peut considérer Xy y, z 
comme étant des fonctions des variables a et p, auxquelles 
on a donné le nom de coordonnées curvilignes. 

En nous plaçant à ce dernier point de vue, les coordonnées 
d'un point de la surface (1) infiniment voisin de (.r, j, js) 
seront 

''-^ài'^^^'^^' ^'^ài'^''^4'^^' '■^ài^^'^^T/^' 
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et, si d(j est la dislance des deux points, on aura, 

(3) rf(T2= Arfa2-h2Bc?arfp-+-Cé/p», 



en posant 



_ dr' dr^ dz^ 



^^^ < " ~ da c)? "^ ()a ()p "^ ()a d'^ 

_ d.v^ dy'^ dz'^ 

Les lignes (a), {oL-\-d(x) et ((3), ([3 4-rf[3) détermineront 
sur la surface un parallélogramme dont les côtés parallèles à 
(P) et (a) s'obtiendront en faisant successivement <fp = o, 
d(x=^o dans la formule (3) qui donnera, pour ces côtés. 

Si donc on désigne par co Tangle sous lequel se coupent les 
lignes (a) et (P), on aura 

(5) é/j2 = A ^a2 H- 2 v/ÂC cosw -4- G ^^^ 

et, par comparaison avec Téquation (3), 

(6) B = v/ÂCcosa). 

Cas où les deux séries de lignes coordonnées se coupent or- 
thogonalement. — On a 

(5') é/j2= AÉ?a2-i-Crfp2. 

Si les lignes (a) sont géodésiques, le carré de l'élément 
d'arc d'une de ces lignes déterminé par ((3), ((3-4-^(3) étant 
indépendant de a (n<» 37), G est de la forme 9 ((3), et l'on a, 
par suite, 

46. Courbure géodésique des trajectoires orthogonales, — 
Soient {fig. i3) 

M, Ml les intersections de (a) ) /«x /« 10 >. 
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On a 



NNi= ^d^ 
MN = /a doL. 



dy/C 



dad^, 



Désignons par pa, pp les rayons de courbure en M de (a) et 
(P), nous avons (n° ii) 



(7) 



I 


NNi— M.VIi 


I 


p; 


MN X MM, 


v/Âc 


I 


I d v/a 




p? 


Ac ^P 





c^/C 



ÔOL 



et de même 



Soient (ao), ((3o) deux lignes déterminées des systèmes (a), 



Fig. î3. 




(P)> X» ^ l^s arcs de (a), ((3) mesurés respectivement à partir 
de (Po) et (ao); nous avons 









rfarfp, 



MN 
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par suite. 



(/) 



P'-=^£| et de môme 

. ^ I a* 7) 

^P dy &T^ ~doL 0'^ ' 



47. Application aux lignes de courbure de Vellipsoïde. — 
En prenant les logarithmes des valeurs {d) du n° 22, et diffé- 
rentiant ensuite, on obtient 

En ajoutant les carrés sans se préoccuper du terme en diidv 
dont le coefficient est nécessairement nul, on obtient 



V« 



ou, en remplaçant ^', /', z^ par leurs valeurs du n*» 22, 
Les formules (7) du numéro précédent nous donnent alors 



ces valeurs, jointes à celles de R^j., Rv du n°22, détermineront 
la courbure et le plan osculateur des lignes de courbure. 

48. Équation des lignes géodésiques d'une surface en coor- 
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données curvilignes (0. Bonnet). — Soient (fig* i4)> en nous 
reportant aux notations du n° 46, 

AMM'B la ligne géodésique qui joint les points déterminés 

A,B; 
MM'= d(j un de ses éléments ; 
(a), ((3) et (aH-rfa), ((3-Hc^(3) les trajectoires orthogonales 

passant par M, M'; 
ANN'B une ligne infiniment voisine de AMM'B ayant les 

mêmes extrémités A et B; 
N, N' ses intersections avec ((3), ((3 + c^(3); 
(a + âa) la ligne coordonnée de l'espèce (a) passant par N ; 
P, Q les intersections de (a), ((3-hc^(3) et de (a-hda), 

(p 4-^(3). 

Fig. i4. 



(Oo) 




Pour que la longueur AMB soit minimum ou maximum, il 
faut que, en passant à ANB, on ait 

^J V^X* -h fi?T)î = o ou /{dt^^'^^^'^'^^^y"^^' 
mais on a, eu égard au n° W, 



ô dy = NQ — M P = -, = w -f* , 

Pa PoL 

en posant 

MN = (0. 

D'autre part, 

y 

8 dri = N'Q - M'P = N'M'-+- M'Q - MF = w -*- ^- ^ PQ; 
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or 

0) — PQ = MN — PQ = ; = — w -^; 

donc 

h ar\ — — iù-— A — 7 a<7. 
Pp d^ 

Il suit de là que Ton doit avoir 

or 

di\ 

d<j 



rdr^ d-t\ /• - 

/ -j- au) = oj -— ^ — / ti) a 
J d(5 d<s J 



et, comme o) est nul aux extrémilés A et B, on a simplement 



J \ pof aff-* po rf(T ricT acj* / 



= o, 



ce qui exige, puisque w est arbitraire, que 

^ pjjt d(5^ pp É^<7 û^<7 É^(J^ 

Si Ton désigne par « Tinclinaison en M de AMB sur (a), 

on a 

d-i dt\ . . d^tï .di 

d<j dd ' a<7' rf<7 

par suite, 

, . di cosi s'mi 

(^^) 7r^"=~7' — 7^' 

«^ Pa Pp 

49. Lignes géodésiques de V ellipsoïde. — L'équation (ii) 
donne, en ayant égard aux valeurs (8) du n^ 44, 
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mais, d'après Téquation (8), on a 



(12) 



É^ff sinf = 4/ ;-— — 7/w^ Tx «f^> 



d'où, par l'élimination des radicaux avec l'équation précé- 
dente, 

,. ucoti , V lane;/ , 
di = -^= d\t. -4- — .-^ ^v 

jjl2 v* ' fx2 v^ 

OU 

v' sin i cosi rf/ H- v sin^ / c?v — jjl* cosî sin i rf/ -h |x cos' / cffx = o, 

et, en intégrant, 

(i3) jjl'cos'/h- v> sin*/= const. p, 

intégrale première de l'équation différentielle des lignes géo- 
désiques due à Liouville. 

En ayant égard aux formules (12) et (8), cette équation 
prend la forme 



d'où l'équation finie des lignes géodésiques au moyen des 
fonctions abéliennes (*). 

50. Expression en coordonnées quelconques de la courbure 
géodésique d'une ligne (0. Bonnet). — En désignant par u et 
ç deux variables indépendantes, au moyen desquelles on fixe 
les positions des points de la surface, soil 

(1) c?ff2 = E f/a2 -i- aF dudv-^0 dv^ 

le carré de l'élément linéaire de la surface. 

Considérons deux séries de lignes orthogonales (a), ((3), et 
posons 

( 2 ) doL~- mdu-{- n dv^ d^ = p du-\- q dv. 



(•) Voir notre Traité de Mécanique générale, t. VII, p. ii4, en y chan- 
geant respectivement p, p,, p, en X, ji, v. 
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En substituant dans Téquation (i) les valeurs de du et di^ 
déduites des équations (2) et égalant à zéro le coefficient de 
dcK. d^y on obtient 

(4) p(Fn — Gm) -^ q(Fm — En) =0. 

Si Ton désigne par k une certaine fonction, Téquation (4) 
revient aux suivantes 

(5) i (E// -F/0 =/?, J(F/. - Gn) = g; 

on déduit de là 

E//2 — 9.Fm// -♦- G/7?2 
pu — mrj = ; 9 

FG —F* 

Mq^—iFprj -h Gyj« = -^^^ — (E//5— aF/w// -^ G/n*), 

etréquation (3) devient 

_, E//2— 9tFw//-hG/w* : , EC— F* , ,q, 

(6) jj^^ da^^—j-^ rfaî-Hrfp». 

En continuant à désigner comme au n° 46 par x> tq les arcs 
des lignes (a), ((3) et par — la courbure géodésique de la 
première de ces lignes, on a 

Pa ~ ^ ^' 
dp da 

mais réquation (6) donne 

dj _ k (h) /EG — F« 



^P /E//^— 9.^/w//-+-G/w* ^<=^ ^En^—iFmu -hGm«* 

donc 

I E/z*— 2Fm/?-f-Gm* <) A: 



Pa A/EG2 — F* ^=« /E//« — 2Fm//-Hliw* 
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On a, en se reportant aux formules (2), 

à. d. du d, âv du dv du dv 

âa du doL dv da da dct, ' ^ da ^ da 

d'où 



du 


9 


F/i — Gm 


da " 
dv 


np — mq 
P _ 


E /2* — 2 Fmw -h G w* * 
E/2— Fm , 


dOL "" 

d. 


np — mq 

I 


E/22 — aFm/n-Gm»' 

1/17., 17 ^\^* 



doL Ew*— 2F/W// -i-Gm* 

par suite. 



I _ I / En — Vmô k 

>a "" v/EG — F* \ k dv y/E/i^—^¥mn-hG/n^ 



¥n — Gm d 



^ ài^ /E/i*— 'i¥mn -t- GmV' 

mais les formules (5) donnent, eu égard à la signification de 
P^ qy 

d Em — F/2 _ d ¥n — Gm 
dv k ou K 

On a donc enfin, en supprimant Tindice a de p', 

I 1 / d Eft — ¥m 



9' \/Lh — i^-^ \ ^^ \/En^— i¥mn h- G/w* 
^^^ ^ d Yn — Çym 

^È/i- — ^ïm/i -i- (im- 



du 



pour la courbure géodésique de la ligne représentée par 
l'équation différentielle 

m du -h n dv =^ o. 



»««»4 



93 GHÀPITRR VU. 



CHAPITRE VIL 

CAMBRURE D'UNE LIGNE TRACÉE SUR UNE SURFACE. 



51, Formules générales relatives à une ligne {C). — Repor- 
tons-nous aux n°"l et 2 en sous-entendant que les a,ngles /, 
m, n se rapportent à la normale principale de la ligne géodé- 
sique tangente à (C), 

Nous avons 

(l) COSX ces/ -h CCS [A cosw -f- cosv COS/2 = cosô, 

(l) COSX'COS/ -+-C0SjJl'C0S/W-4-C0Sv' C08/2 = 8in6, 

(3) cosa cosX'h-cosP cosjjl'-h cosy cosv' = o, 

rfcosX' _ COSA e/cosfi' _^ cosjJL û?cosv' __ cosv 

^ a<j ~~ 'z ^ d(j T ' d(j T 

La formule (2) nous donne, par la différentiation, 

-rfcOsX' rfcOSa' û?COSv' 

cos/ — ; h cosm 7—^ h COS/2 i — 

ad ttcr acj 

y.dcoS'l .deosm .dcosn ^ rfô 

-+- COSX — , h cos [X -, h COSV — - — = cosO -7- 

acr ' aff a<7 acr 

ou, en vertu des valeurs (4), 

-(cos/cosX -i-cos/w cosjjl-1- cos/2 cosv) 

y.dcosl .dcosm .dcosn .rfô 

-i- cosX'— 5 Hcosu — -j h cosv — -j — = cos6-- 

d(j d(j d<j a<j 

OU, d'après la formule (i)., 

^.dcosl .dcosm .dcosn /db i\ ^ 

(5) cosX' — y hcosijl' — -. h cosv' — -, — — ( -; ) cos 6. 

^ U<J dz rfar \^<7 T/ 
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Les formules (6) du n** 2 nous donnent, selon que cos/i^o, 



dcosl rcosa-f-.f cosS d , . ..-i 

dcosm .V cos a H- ; ces B d, . . — * 



rfcos/2 / dp dq\ , . ..-I 

Supposons que Ton fasse coïncider les axes j?, Oj avec les 

tangentes aux sections principales qui passent par le point 

considéré M, et que M^ soit dirigé vers le centre de courbure 

de la première de ces sections dont le rayon de courbure est 

R. Nous avons 

/? = o, ^ = o, ^ = 0, 

Y = 90°, p = 90°— at, cos/ = o, cos/n — o, cos« = ± i, 
puis 

d . d . d 

-=- COS/ = =ûrcosa, -7-COS/W ==;i f sina, -7-C0S/i = o, 

et réquation (5) devient 

(6) rco8X'cosa-f-/cosfx'sina =j^(-^ \ cos6. 

L'équation (2) donnant v' = 9o''z;i 0, nous avons 

cos' X'-i- ces' jjl' = ces' 6. 

D'ailleurs, l'équation (3) se réduit à 

cos 3t cos X' -f- sin a cos jjl' = o. 
On déduit de là 

(7) cosX'==zf: sinacosO, cosfJi'= =t cosa cosô. 

Nous avons deux cas à distinguer : 

1° Le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente à 
(C) est positif , 

Pour a==o, on a /jL'=z/n=:0, ce qui indique qu'il faut prendre 
en même temps les signes supérieurs des formules (6) et (7) 
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et, en conséquence, 

(8) —, = (r — r)sinacosa 

OU 

2* Ze rayon de courbure de la ligne géodésique tangente est 
négatif, 

TU 

Poura=-> on a X'i=:2 7r — 0. II faut donc prendre, par 

suite, les signes inférieurs des formules (6) et (7), et Ton 
retombe sur Téquation (8), dont on reconnaît ainsi la géné- 
ralité. 

52. Cambrure des lignes géodésiques, — Comme B est con- 
stamment nul, on a 



(9) ï = (s - it) ^' 



rr-, I sinacosa. 

Il résulte de là que la cambrure des lignes géodésiques tan- 
gentes aux sections principales est nulle, que les cambrures 
de deux lignes dont les tangentes sont symétriques par rap- 
port à Tune l'autre de ces sections sont égales et de sens con- 
traire. Soient Mo, Mo' deux tangentes symétriques par rap- 
port à 0^; la différence de signes de - pourM^, M^' signifie 

T 

que les plans osculateurs qui succèdent respectivement à 
zM.by zMb' sont symétriques par rapport au plan. On voit 
aussi que les lignes dont la cambrure en valeur absolue est 
maximum sont tangentes aux bissectrices des angles des tan- 
gentes aux sections principales. 

Soient ol' l'inclinaison sur Mo? de la conjuguée de la tan- 
gente à la ligne (C); fTangle des deux tangentes. 

On a 

tanga' = — j-CDta, 

. , , R'cosa , Rsina 
sma =± =1 cosa =zp - ._ _ — ^ 

/ll'2 CO32 a -h U* sin* a /K'2 cos^ a ■+- K* sin*^ a 
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en prenant les signes supérieurs ou inférieurs selon que R' 
sera positif ou négatif. 
On déduit de là 

. , . (R — R')sinacosa 

cosi = ces (a — a) =q= — ? 

/K'«cos«a H- U^sin^a 
R'2cos2a-i- Rsin«a 



• « 



sin i =-. m , 

/K'2cos2a-HK2sin«a 

d'où 

._/i i\ RIVsinacosa 
coti - (^i^ — -jf y u'cos2aH-Rsin*a' 

mais nous avons, pour la courbure de la ligne géodésique 
tangente à (C), 

I cos^a sin^a 



ru K' ' 

par suite, 

COt/ / I I 



Y = I g — ïï> ) smacosa; 
nous avons donc, au lieu de la formule (9), 

Dans le cas où la surface est un cylindre dont R est le rayon 
de courbure de la section droite, i est Tangle d'une hélice 
avec une génératrice du cylindre, et 

T sin^/ 



r K ' 

on retrouve ainsi la formule connue relative à Thélice, 

I _ sinïcos/ 

T - R 

Nous appellerons cambrure géodésique d'une ligne (C) la 
différence -7- entre la cambrure de cette ligne et celle de la 
ligne géodésique qui lui tangente. 

(*) Forme à laquelle nous étions parvenu en 1867, par des considéra- 
tions géométriques qui ont été reproduites en 1862 dans notre Traité de 
Cinématique pure. 
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53. Cambrure des lignes de courbure. — On a ici / zizgo®, 
et, d'après Téquation (9'), la cambrure d'une ligne de cour- 
bure se réduit à la cambrure géodésique. Cette équation, mise 
sous la forme 

(10) r/s.i = rf6, 

donne lieu à un théorème attribué à Lancret. 

Soit dt^ Tangle de cambrure de Tarête de rebroussement de 
la surface développable déterminée par les normales à la sur- 
face menées par les points de la ligne de courbure ; cet angle 
n'étant, évidemment, autre chose que l'angle de contingence 
géodésique (n** 43), on a 

(il) rfe'i = siii6û?e, 

expression dans laquelle dt représente aussi l'angle de con- 
tingence de l'arête de rebroussement. Pour que la ligne de 
courbure soit plane, il faut (form. 10) que Q soit constant, et 

la formule (11) donne 

dt\ 



dz 



= const. 



L'arête de rebroussement doit donc (n°2) être une hélice 
tracée sur un cylindre quelconque, résultat déjà obtenu au 
no 28, 

Proposons-nous maintenant de déterminer la condition C[ui 
doit être remplie pour que l'intersection de deux surfaces 
puisse être une ligne de courbure pour chacune d^elles. On a, 
en accentuant B pour l'une des surfaces, 

dti = d^, dtx = rfÔ', 

d'où 

6 — 0'= const. 

Comme les normales aux deux surfaces et la normale princi- 
pale de leur intersection sont comprises dans un même plan, 
Q — Q' est l'angle sous lequel se coupent les deux surfaces. 
On retombe ainsi sur le théorème du n° 19. 

54. Cambrure des lignes asymptotiques, — L'angle Q étant 
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constamment droit, l'équalion (8') nous donne 



l=±{i-i)^r.«<^osa: 



mais on a 

tanga=ihr/=^, 

par suite 

T = v/~ KiT'. 

On remarquera que le rayon de cambrure d'une ligne asym- 
ptotique d'une surface d'étendue minimum est égal à la va- 
leur des rayons de courbure principaux, résultat auquel nous 
étions déjà parvenu au n^ ik pour l'hélicoïde gauche. 

55. Dijfférentielle du rayon de courbure de la ligne (C). — 
En différenliant l'équation (i) du n° 3 et ayant égard aux for- 
mules (2) du n° 2, on a 



d cos6 Vi. Q. . 

~j = -(rcosa-i-^cosS)cosA 

rt(T p lp ' 



-H -(^cosa-f-rcosp)cos|JL-[- T-Uîos^a -h t-cos^S 
p ^ ^ ^ ox àj ^ 

-i-3 f -r-cosa -h T-.cosP j cosacosp (i-h/>*H- ^2)" 

Si maintenant on dirige 0^, Oy suivant les tangentes aux 
sections principales, on peut écrire 

(rcosacosA -hr sinacos|JL)= r9, 

aJ p p 

S étant une certaine fonction de a, c'est-à-dire qui ne dépend 
que de l'orientation de la tangente dans le plan tangent. 
Comme cosv = cos0, on a 

cos^X -i- cos^jjL = sin2 0. 

D'ailleurs, la première des équations (i) du u9 1 se réduit à 

cosa cosX 4- siaa cos {JL = o ; 
R. n 
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on déduit de là 

cosX = — sinasinô, cosfx = cosasinô, 

en remarquant que, pour a = o, on doit avoir jul — 90»— Q. 
Nous avons donc 

d cos6 2, . . . n « 

-j h -(r — /)sina cosasinô = 5 

acj p p ^ ' 

OU, en se reportant à la formule (8), 

d cos 6 1 f \ d^\ . ^ ^ 

-j h -7- sine = cT, 

acj p p \T a<7/ 

OU encore, en développant, 

, ^ cosô ^p /t. -û?B\sin6 ^ 

('"> -^'à-^\^-^d-^)—=^' (Laguerre.) 

Pour appliquer cette formule, considérons Tintersection de la 
surface avec le plan tangent, question dont nous nous sommes 
déjà occupé au n<» 32. Nous avons 6 = 90°, t = 00, et, en dési- 
gnant par — > — la courbure et la cambrure des lignes asym- 
ptotiques, l'équation (12) nous donne 

_ 3 rfe _ 2 

p d(S poTo 

Mais nous avons, en vertu de la formule (8'), 

_f^ i^ ^ . 

d(j ~ ^/Z.~iûf ~ ^ ' 
par suite 

3 

c'est-à-dire la relation obtenue au n*' 32. 
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CHAPITRE VIII. 

COURBURE TOTALE ET DÉFORMATION D'UNE SURFACE. 



56. La courbure d'une ligne n'est autre chose que le rap- 
port à son élément d'arc da de l'élément d'un cercle, dont le 
rayon est égal à l'unité, qui est déterminé par les rayons paral- 
lèles aux normales menées aux extrémités de d<j, Endonnant 
de l'extension à cette considération, Gauss définit la courbure 
totale d'une surface par le rapport à un élément superficiel 
d(ù de l'élément de la sphère dont le rayon est l'unité, limité 
par les rayons parallèles aux normales à la surface menées 
aux points du périmètre de <ico. 

Soient {fig» i5) 

Fig. i5. 




ABi — <i(Ti, AB2=û?o"2 les éléments des lignes de courbure qui 

passent par le point A; 
C l'intersection des lignes de courbure en B2 et B,, qui sont 

respectivement du même système que les précédentes; 
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R = AOi, R'— AO2 les rayons de courbure principaux relatifs 
à ABi, ABj. 

L'élément découpé dans la sphère par les rayons parallèles 
aux normales en A, B,, C, B, sera aussi un rectangle comme 
l'élément superficiel ABjCBj, et sa surface sera 

XTT' 
d'où résulte pour la courbure totale 



RR' 



On voit ainsi que la courbure totale d'une surface dévelop- 
pable serait nulle; ce qui devrait paraître étrange à un me- 
nuisier ou à un appareilleur. 

57. Lignes d'égale courbure totale, — En désignant par 
M^ une constante, ces lignes seront les intersections de la 
surface donnée et de la surface représentée par 

(i) RR' = zizM2, 

en prenant le signe 4- ou le signe — selon que R, R' seront 
de même signe ou de signe contraire. Cette équation (n° 5) 
revient à 

Comme pour les surfaces de révolution, R, R' ne dépendent 
que du rayon u du parallèle, on voit que les parallèles sont 
des lignes d'égale courbure totale; ce sont d'ailleurs les 
seules; car, en substituant dans l'équation (i') les valeurs des 
dérivées partielles données au n° 7, on obtient une équation 
qui ne renferme que m. 

En se reportant au n° 14-, on reconnaît sans peine que les 
hélices de l'hélicoïde gauche sont des lignes d'égale courbure 
totale. 

Pour rellipsoïde, l'équation (i) devient, d'après le n° 6, 

ABC „ 



r 
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d'où il suit que la distance au centre des plans tangents aux 
points de la ligne est constante, et que notamment la polhodie 
de Poinsot est une ligne d'égale courbure totale. L'équation 
précédente revient d'ailleurs à celle-ci 

A* "^ P "^ G4 - ÂSc ' 

qui représente un ellipsoïde dont les intersections avec l'el- 
lipsoïde donné se projettent sur les plans coordonnés sui- 
vant des lignes du second degré. 

58. Déformation d'une surface, — Concevons que Ton 
fasse subir une déformation à une surface, formée si l'on 
veut d'un tissu flexible et inextensible, et cherchons à voir 
s'il n'existe pas une corrélation entre la surface primitive et 
la surface déformée. 

Considérons un fil d'une longueur infiniment petite e, fixé 
par une extrémité en un point A de la surface primitive et 
tendu sur la surface; proposons-nous de déterminer la lon- 
gueur du lieu géométrique de l'extrémité libre du fil. 

Soient 

X, y, z les coordonnées du point A; 

^'9 y'j ^' celles de l'extrémité libre du fil. 

Comme la forme du fil est une ligne géodésique, on a 

r/cOSa I . ^CO'îS I û?COSY I 

— - — = -cosi, — - — — -cos/w, — j — i. = -ieos/2. 
u^ p ci(j p d(j p 

Les développements de a;\ y, z' sont, en s'arrétant aux 
termes du troisième ordre» 

a; = a* -h £ -7 — h 



d^ 2 f/cj- 1.2.3 d(5^ 

£2 f/cnsa £3 d^ cosa 

= .r -T- £ cos a H — - -, h 



2 d^ 6 d(5^ 

e- £3 /i deosl , d i 

--; COS. + -7- n h COS/-7- - 

2p b \p d<7 d(7 p 

r = 



= X-^£CÛSaH COS. + — ; h ces/-; ]y 

b \p 
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Plaçons maintenant l'origine en A et dirigeons les axes des 
X et des y suivant les tangentes aux sections principales. 
Nous avons (3 = 90° — a, cos/=o, cosm=z:o, cos/i = r, et, 
d'après un calcul du n^ 51, 

d \ d I . dcosn 

-j-cos/ = — — cosa, -j-cosm — — —.sincty — -. — = o. 
d<j H. d(j R' ' d<j 

Il vient donc 

, £3 £3 /cos^a sin*a\ 

a? = e cosa — - -- cosa = e cosa — -77 — ,. f- ,,, ) ces a, 

6Rp 6K\K H/ 

, . e* . . e3 /cos*a 8in*a\ . 

jr =esma— g^sina = e gina- — ,(-j^ + — jpj sina, 

rf- d- 

I _ ^^ £3 p^ s* /cos^a sin^aX e^ p^ 

^ "" 2p~^ 6 "35^" 7v~ir" "^ "TT"/ "*■ 6"5ï^ 



d'Où 



dx/ . E* / 3cos*a acos^a — sin^aX . 



îos* a 2 cos* a — sin* a \ . 
R--^ if j^'""' 

e3 /Ssin^a cos^a — 2 sin^aN 



£?r e3 /Ssin^a cos^a — 

^ = E COSr' ' ' 

da 

d^- 
dz' ' ' "* 



= — £2( - — p-,) sinacoSQt-f-E» 



û^a \ R R' / doL d<j 

Si l'on néglige les termes du quatrième ordre en s, on a, 
pour la longueur cherchée, 






a;' 2 dr'^ dz'^ ^ 
' -^ ' doL 



doL^ d(x^ d(x> 



27: / ^^ A 



^"^ ' e2 \ , / E« 



==^X ('-6M')^" = '"K'~ 



6RK' 



Soit A' la position qu'aura pris le point A après la déforma- 
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tion; si l'on opère avec le même fil pour le point A' et sur la 
surface déformée, de la même manière que pour le point A 
sur la surface primitive, le périmètre du lieu décrit par Tex- 
Irémité libre du fil aura changé de forme, mais sa longueur 
n'aura pas varié. D'où il suit que RR', par suite la courbure 
totale, sera restée la même dans les deux cas. 
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CHAPITRE IX. 

DE L'APPLICATION DE DEUX SURFACES L'UNE SUR L'AUTRE. 



59. Généralités, — Pour qu'une surface puisse s'appliquer 
sur une autre, il faut que tout arc tracé sur la surface, après 
avoir fait subir une déformalion à cette surface, puisse venir 
coïncider avec un tracé sur l'autre surface. 

Soient, pour Tune et l'autre surface, 

fl?(T2 = A ^a2 -h 2B dad^ -\-C d^^, 
^(t'2 = A'rfa'a-4- 2B'^a'rfp'-i- C'dp, 

Il faut, pour que l'application soit possible, qu'on puisse ex- 
primer a, (3 au moyen de a', (3', de manière à rendre iden- 
tiques les expressions de da^, da'^. 

Le problème ainsi posé présente de grandes difficultés et 
n'a pu être résolu que dans les cas suivants. 

60. Application d'une sur/ace de révolution sur une sur- 
face hélicoïde, — Considérons d'abord une surface de révolu- 
tion. Soient 

AM = C, A'M'= Ç + <3?Ç les arcs de deux méridiennes consécu- 
tives, mesurés à partir d'un parallèle fixe AA'; 
P l'intersection du parallèle en M' avec la méridienne AM ; 
, f\ le rayon du parallèle en M; 
B l'angle formé par le plan de AM avec un méridien fixe. 

On a 
ou 

(i) d^'^ = dl^ -+- r^^ d^^ . 
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Comme ri ne dépend que de C, on peut encore écrire 

On appelle, en général, surface hélicoïde une surface qui 
est engendrée par un profil dont le plan se déplace en pas- 
sant constamment par l'axe 0^ d'un cylindre circulaire,' de 
manière qu'un point de ce plan décrive une hélice tracée 
sur le cylindre. Soient 

p la distance à 0^ d'un point m de la surface; 

0) l'angle du plan zOm avec le plan fixe zOx; 

Zq = /(p) l'équation du profil rapportée à la droite de son plan 

qui coïncide avec Oo? pour co =: o ; 
k une constante donnée. 

La surface sera définie par les équations 

a7=pC0Sw, / = psina), 2 = Zo) -t-/(p). 
On déduit de là 

û?(t2 = (i -h fi) dp^-^ ikfdp dui -+- (p2-{- k^)dtii^ 

ou(*) 

(,) d.^= (i4- -^piii)42+(p2+^.)(^a>+ J;^^ 

En identifiant les valeurs (i) et (2), on obtient 

doi H = — - — rf6. 

?'"^'' V^p2-+-Â:* 

La seconde de ces équations exige que le coefficient de d9 

soit une consta^ite, et, en désignant par - cette constante qui 

a 

reste arbitraire, on a 

02 -f- A'2 
(4) T,^='^^ 



ai 



-y 



(5) d(i=adu.-^ f f. 



(') En identifiant rfa» à Arfp»+ (Brfp + Grfw)». 
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D'après la formule (3), l'arc Ç s'exprimera en fonction de p, 
et à l'inverse on pourra écrire 

L'équation (4) fait connaître yî =r (p(Ç) ou Ç = ^(yî), ce qui 
définit la forme que doit avoir la section méridienne de la sur- 
face de révolution pour que cette surface puisse s'appliquer 
sur la surface hélicoïde. 

Cas de V hélicoïde gauche. — Nous avons /= o et 5 = w en 
prenant a — i; puis 



P = Ç, r,^^l^-^k\ d^ = 



v/v — /tî 



Soit X Tabscisse du point de la ligne méridienne de la sur- 
face de révolution dont l'ordonnée est yj. On a 

d'où, d'après la dernière des équations précédentes, 

En intégrant et choisissant l'origine des x et des yî de ma- 
nière que la constante introduite par l'intégration soit égale 
à — logXr, on trouve 

d'où 

Il suit de là que la surface de révolution est la caténoïde. 
L'arc de l'hélice tracée sur le cylindre dont le rayon est p 

qui correspond à w = est \/p^ h- /r^ =1 riB; d'ailleurs p = C. 
Il suit de là qu'un parallèle et une méridienne de la caté- 
noïde viendront respectivement s'appliquer sur une hélice et 
une génératrice de Thélicoïde. 

61. Surfaces de révolution applicables Vune sur Vautre, — 
En faisant â: = o dans les formules du numéro précédent, on 
obtiendra celles qui se rapportent au cas actuel; mais, pour 
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mieux comparer entre elles les deux surfaces, nous substi- 
tuerons respectivement yîi-, ^j à p et w, et nous aurons 

par suite 

d'où 

et la forme de la méridienne de la seconde surface est déter- 
minée. 



ro8 
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CHAPITRE X. 

SUR LE SYSTÈME DE VARIABLES DE M. 0. BONNET 
ET SES PRINCIPALES APPLICATIONS. 



§ I. — Formules générales. 

62. Soient {fig- i6) 

X, m, Ç les coordonnées d'un point M d'une surface (S) rap- 
portée à trois axes rectangulaires 0%, Oyî, OÎ; 
/, m, n les angles de la normale MN avec ces axes; 

Fig. i6. 




y. 



X, Y, Z les coordonnées d'un point quelconque du plan tan- 
gent en M; 
P la distance de ce plan à l'origine 0. 

On a, pour l'équation du plan tangent, 

{a) Xcos/-h Ycosw4-Zcos/2 = P. 

Menons par l'origine la parallèle ONi à MN; désignons par & 
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Tangle NjOÇ, et par 9 Tangle formé avec 0% par la trace du 
plan ÇONj sur le plan xOri. Nous avons 

(b) cos/ = sinôcoscp, cos/w = sinô sino), cos/z = cos6, 
et l'équation ci-dessus prend la forme 

(c) Xsin6coscp-i- Ysin6sinçH-Zcos6 = P. 

Si Ton suppose que les coordonnées des points de la surface 
sont exprimées au moyen des paramètres Q, 9, la distance P 
sera une fonction de ces paramètres dépendant de Téquation 
de la surface; à Tinverse, si Ton se donne la fonction P, la 
considération du plan tangent devra conduire à l'équation de 
la surface. 

Nous désignerons par œ Tangle 9 et nous substituerons à 
G, P deux autres variables/, >s, définies la première par 



w 


sin6=*^^ 


d'où 




6 . A 

tannr — ^Y Gin n — 


T I 


Idllg CJ j 3111 u — 

^ cos 


Y_,j^ COSfj' 


et la seconde par 

P 

sinô 


f 

= PCOSIJ = — 3, 



cos 6 = /tangij, 



et réquation du plan tangent devient 

(i) Xcosj? H- Ysina7-h Zi sin/j = — z. 

On voit, d'après la formule (c), que —z est la distance de 
l'origine à la trace du plan tangent sur le plan xOrî. 
Les expressions (b) prennent la forme 

(2) cos/= — ^> cos/72= '—, cosn = ildiusir. 

^ cosfjr cosij- ^ 

La ligne a: = const. est une ligne de la surface où les nor- 
males sont parallèles à un même plan passant par OÇ; la ligne 
y =z const. est une ligne où les normales font le même angle 
avec OÇ : ce qui justifie les noms de méridiens et de parallèles 
donnés respectivement aux lignes de ces deux catégories. 



} 



no CHAPITRE X. 

63. Expressions des coordonnées rectilignes de la surface en 
fonction des nouvelles variables. — Nous poserons 

()z ôz d'^z d'^z d'^z 

P=-ô:L' ^ = Jr' ^^^d^^' '=da:-dj' ^^v 

L'équation (i) nous donne d'abord 

X CCS J7 4- T) cosj H- Ç/ tang/j = — z. 

Le plan tangent est défini par le point M et detix autres 
points de la surface qui en sont intîniment voisins; l'équa- 
tion ( I ) devra donc être vérifiée par œ -+■ dxy y et par x^y-^-dy^ 
en retranchant cette équation des résultats obtenus et faisant 
ensuite X = 7. Y — yî, Z = Ç, il vient 

5^ sin.r-- T^ cos.r = /?, Çcos/jr = 7. 

Nous mettrons les trois équations que nous venons d'ob- 
tenir sous la forme 



(3) 



(' ^ cosx -+- T) sinx = — z — i tangf,^. q, 
^ sinx — T) cos X = /?, 

cos/jr 



Les deux premières deviennent, en coordonnées polaires^ 

( tCOS(.r — a>)= — z — «tangt^.^/, 
( V sin(x — a>) =/>. 

64. Élément rectiligne de la surface, — Soit d(j la distance 
des points y, yj, C et (% 4- dy, yî + dr\^ Ç + <iÇ). Les équations (3) 
donnent, après différentiation, en considérant %, yî, Ç, z comme 
des fonctions de .r, y et après des réductions qui résultent de 
ces équations 

coso: dy -\- sino? dri= — i tang/j[ v rfx + (r -4- / tdJi^iy,q)dy]. 

. smx dy — cosjc rfv} = (r + i tang« j. q -^ z) dx -h s dy, 

U) 

f ^^ = i;::^^ [-^ ^-^ + (^ H- ^ tangO'. g)] dy. 
En ajoutant membre à membre les carrés de ces dernières 
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équations, on obtient 
Si Ton pose 
il vient 

(6) rf<j2 = («2-4- p2) dx^ _^ 2(;(« ^w)dxdf-^- (p2-t- W* ) rfj2. 

En désignant par w l'angle sous lequel se coupent les lignes 
ac =: const., y = consl., on a (n° 45) 

v(u -\- w) 
COSW -- 



(6') (■ d'où 

wt> — <v2 



sma> = 



v/(i<2-|-(;2)((;2 4_«,2y 



65. Propriétés des fonctions m, ç, w. — Si Ton remarque 

dr dv dt dv 
que 3- = 3-? — - = -r- , on a 

i du dv 

En différentiant successivement 'par rapport à ^, / la troi- 
sième équation (3), on obtient 

|,=cos.j-, 

( ^ = cos^r^- 

Si l'on porte ces valeurs dans la première]des équations (7), 
on trouve 

du . d2Ç . . . e)Ç 

(8') ^_ = cos.j^,+.sin^j^. 



112 CHAPITRE X. 

66. Angle d'une ligne quelconque avec le méridien. 
Soient 

(A) m dx -r- n djr = o 

réqualion diffère utielle de la ligne; 
9 Tangle que fo.rme cette ligne avec le méridien a?=:const. 

Un triangle élémentaire donne 



sin<p _ ///>-hi'* df _ n /u> 
(w — cp) \ v--\- w^ dx /» y/ p* 



sin(o3 — cp) \ v-->rw^ dx m\ p*-t-tv* 

d'où, en ayant égard aux formules (6'), 

Il ( UW — ('* ) 



(B) tang<p = 



nv^u-\- Kv) — /w((^*-f- (v*) 



67. Lignes de niveau et de plus grande pente. — Soient 

(Al) udx-\-vdf = o, 

(Aj) vdx-^wdy — o 

les équations de deux lignes. La formule (B) donne, pour 
Tune et Tautre lignes, 

tangcp, =— £, tangcp2= '^, 

et Ton voit que les lignes (Ai), (Aj) forment deux systèmes 
orthogonaux. 

Si, dans Téquation (Aa), on remplace v et w par leurs va- 
leurs (8), on trouve 

■7— dx -\- -T- dr = o 

dx âf '^ 

OU Ç=:const. Donc Téquation (Ag) représente les lignes de 
niveau parallèles au plan xOyj; par suite, Téquation (Aj) est 
celle des lignes de plus grande pente. 

68. Angle d'une ligne quelconque avec une ligne de plus 

grande pente. — Soit =: cp — ©i Tangle des lignes (A), (Ai). 

Si, dans 

tang9=. tangy-tangy. ^ 
° i-i- tangcptangcp, 



r 
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on remplace lang^ et tang9i par leurs valeurs ci-dessus, on 
trouve 

(q) tango = — 

ou, en éliminant — au moyen de (A), 

^ Il d.r -^ vdr 
tan2 6 = — ;-, 

d'où 

^ " ' ' . « w dx -4- (' dv 

sm6 = î > 

^ V d.v -\- w dy 
CCS 6 = , 

On déduit facilement de là 

dr _ u cos 6 — (' sin 
dx w' sin 6 — v cos 

dx _ ft'sinÔ — ccosB 
û?<T aw — ç»* 

df z^cosB — rsinB 

Û?(T ««^ Ç»* 



(lO) 



69. Trajectoires orthogonales d'une série de lignes (A). — 
Supposons que la première des équations (9') se rapporte à 
une trajectoire; en égalant à — i les produits des valeurs (9), 
(9') de tang0, on obtient, pour Téquation des trajectoires, 

(w/2 — vm) {il dx -\- V df) -f- (i^n — iK'm){v dx -\- iv dj) 

ou, en vertu de l'équation (9), 

(il) («sinô -f- V cos^) dx -h (psinô -h n^cosÔ)^?;^ =: o, 

en ne perdant pas de vue que 6 se rapporte aux lignes (A). 

70. Courbure géodésique d'une ligne quelconque (A). — 
En comparant les équations (i) du n° 50 et (6) du n° 64, 
réquation (7) du premier de ces numéros donne, pour obtenir 

n. 8 
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la courbure géodésique -, de la ligne (A), 

P 

wtv — p2 _ à (w*-4-c'')/? — v(n-h(\')m 



^•^ /( u^ -h i'^' ) n'2 — '2i>(u -i- w) mu -h ( t^^ _^ ^2 j^î 

Si Ton porte successivement dans Texpression de dtj^ (n° 6i) 
les valeurs de dy^ dx^ déduites de Téqualion (A), on trouve 



dy m 



et réquation ci-dessus se réduit à 

ou, en ayant égard aux seconde et tro isième des formules (10), 

-, — = -^{u smô 4- (^cos8) — V (psinO + w cosG) 

p Of ' ox^ 

■~ \ôy dx) " \dy dx J 

+ (m cosO — V sin6) -^ — \-(w sinO — ^'C0s6) ,-- 

oy ox 

et enfin, en se reportant aux formules (7) et aux deux der- 
nières des formules (10), 

(12) — r = i tang// dx -h d^, 

71. Équations différentielles des lignes géodésiqiies, — 
L'équation (12) donne, en y faisant p'=oo, la suivante 

( 1 3 ) i tang iy dx -h c?ô = o, 

à laquelle, par suite de l'introduction de la variable auxiliaire 
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9, on devra joindre la première des équations (lo) ou 

(lo') («cos6 — i^sm^)fLc— (tvsinO — i^cos^) cly = o. 

Si ^ziiconst., 9 est constant. Donc si une ligne géodésique est 
en même temps un méridien, elle coupe sous un angle con- 
stant les lignes de nii^eau, et réciproquement» 

En éliminant dx entre les équations précédentes, on ob- 
tient 

(«cos6 — psin6)rf0 h-« tangfy((vsin6 — vQ,o^^)dx = o. 

Intégration dans un cas particulier, — Si l'on suppose que 
Uj Vy w ne dépendent que de j, en vertu des formules (7) 
cette équation prend la forme 

(mcosô — psin6)rf0-i- (sinO -ji ~^ cosO-y- \d)' = o\ 

d'où 

M sinô -f- p cos6 = const. 

Il s'agit maintenant de déterminer les surfaces qui satisfont à 
la condition admise. 

En désignant par m une constante, les équations (7) 
donnent 

I du 

i> = m cos ir, w = T- : =- . 

ztangf/ djr 

Les équations (5) deviennent 

d^z . . àz I au 

àj^ àj- i tang^j Uf 

Les deux dernières reviennent à 

dz dz 



d'où 



d df __ à âr _ J du 

-r— — ' : — — m. -T— : — — -: — : : — -5— ) 

àx cosijr oy cosij'' i%\Xiiy dy 

dz dz 

d ây , d dv , , i du . 

-: —.- dx -\- — dy = m dx-i- t-. — : j- dy 

dx cosfj^ dy cosi/" iSintj dy 
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et, en désignant par C une constante arbitraire et par X une 
fonction arbitraire de ^, 



-- = cosir Im^x-hC) -h -r 1 -. — r- 



m 

z = — (.r-f- 
i 



C) sin/r -Ht/ costV dy 1 —. — : — h X. 



En portant cette valeur de z dans la première des équa- 
tions (C), on reconnaît facilement, par une intégration par 
partie de l'intégrale double, que les termes dépendants de j^ 
disparaissent et que l'on a 

d'où- 

X = G' cos.r H- C/ sinx, 

par suite, 
z— — im{x H- C) sinrr — ^l costj df j —. — : — h C cosx -h Csin j:. 

Mais on peut faire abstraction des termes en C, C, C, car, 
en se reportant aux équations (3), x> ^o, K se trouveraient 
simplement diminués de C, G', C\ et ces constantes dispa- 
raîtront par un transport, parallèlement à eux-mêmes, des 
axes coordonnés. On a donc en définitive 



. r j r du 

expression dans laquelle u reste une fonction arbitraire de y. 



du 

- 7 



72. Surfaces dont les lignes géodésiques font avec les lignes 
de plus grande pente un angle qui est une fonction donnée 
de œ, y. — L'équation (i3) donne 

... ()9 dÔ dy 

dv 
et, en éliminant -j-y au moyen de la première des équa- 
tions (lo), 

(i4) u*tangij-+- -r- j (rvsinô — ccosô ) t- -r-(«cos6 — v'sinÔ) = o 
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OU, en posant lang0 == /r, 

73. // n'est pas possible de tracer sur une surface deux 
séries orthogonales de lignes géodésiques (*). — Supposons, 
en effet, que Téqualion {i\') se rapporte à Tune des séries et 
qu'on ait pour l'autre 

avec la condition d'orthogonalité 



I I 



En ajoutant les équations (i4'), i^^") multipliées par , » t-> 

K Kl 



puis par j-» -t^^» on trouve 



w 



\dk d/fi . . ,,, ,, ,-] (dk dkA 

[àk dki . •//,/, n /^^ àki 






d'où 

UO' — v^ = o 



J 



équation qui définit non pas une surface, mais seulement une 
ligne comme on le reconnaîtra plus loin. 

74. Trajectoires orthogonales d'une série de lignes géodé- 
siques, — Dans ce cas, le premier membre de l'équation (ii) 
est une différentielle exacte, comme nous allons le prouver 
en vérifiant que 

-T- (ttsinô -h pcosô) = -r-(psin6 4- fvcosÔ) 



(*) D'après le choix même des variables x et y^ on exclut évidemment 
le cas des surfaces développables sur lesquelles on peut tracer d'une infi- 
nité de manières deux séries de lignes géodésiques orthogonales. 
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OU 

h-(mcos6 — t'smO)^; — h («'SinO — pcosQ) -,- = o. 

Ôf ' ox 

En vertu des équations (7), cette dernière équation se 
réduit à 

(wcosO — psinô)- — h (rrsin6 — t^cosô) ( j-. + /tangt^j = o, 

ce qui est une identité d'après l'équation (i4). On a donc 
pour l'équation finie des trajectoires orthogonales 

(i5) /[(wsinO ^- ccosÔ) dx ->r (t^sinô -\- «'cos6)c?rl = const. 

75. Tangentes conjuguées, — Concevons que Ton mène en 
un point M' de la surface répondant à ( ^ 4- dx^ y + dfr, z-\-dz) 
un plan tangent; son intersection avec le plan tangent en M 
s'obtiendra en joignant è l'équation (i) sa différentielle totale 
en considérant X, Y, Z comme constants, soit 

(i') X sinx dx — Y cosx dx-r-Z cosiy dj—pdx-hq dj . 

Les équations (i) et (i') détermineront une tangente MT, 
dont la conjuguée MV sera dirigée suivant MM'. 

L'équation du plan parallèle au plan tangent en M, mené 
par le point 0, s'obtiendra en supposant P == o dans l'équa- 
tion (c) du n« 62 ou ^ = dans l'équation (i). En transpor- 
tant de la même manière le plan tangent en M', on devra 
faire abstraction de ^ -h dz. Il suit de là que les équations 
de la parallèle en à MT sont 

Xcosx -i-Ysinj7 -+-Zis'mij — o, 
X sin.r dx — Y cos^ dx 4- Z cosiy dj ■= o. 

Si l'on désigne par a, (3, y les angles formés par MT avec 
0%, Oyî, OÇ, on a pour sa parallèle en 

X Y Z 



cos a cos p cos Y ' 
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ei les deux équations ci-dessus donnent 



cos.r sxnx .smiy 

1 û -H l = O, 

cosa cosp cosY 
si n .r dx cos jc dr cos if df 



cosa cosp COSY 

d'où 



- =0; 



cosa 



, — isinir cosa: djc — &inx cosir dy 
(16) o 

cos3 COSY 

— / sin ij- sin jc du; -4- cos j; cos // d/ cLv 

Si X"+"^Z» fi-hdr], Ç-HûfC sont les coordonnées de M', les 
équations (4) donnent, en ayant égard aux relations (5), 

d-^ = {udjc -\- V df) sinx — i idiïigiy{v dx -H w df) cosx, 
dri = — i\.dJigij{vdx->r wdf)^\ïix — {u dx -\- v df) cosx ^ 

dt = — (u dx -^ w dy). 

On aura, par suite, cos(V, %), cos(V, yî), cos(V, Ç) qui sont 
proportionnels à û?x» ^^> ^?« 

76. Lignes de courbure, — Pour obtenir Téquation de ces 

/\ 
lignes, il faut exprimer que ( V, T) = 90% ou que 

■ 

cos a d^ -h cos P û?Tr) -+- COSY ^î = ®> 

ce qui revient à 

(18) (u dx ->r V dy) dy — (if dx -h wdf)dx = o, 

OU à 

dr^ Il — w dr 

ce qui est Téquation différentielle des lignes de courbure. 

En comparant l'équation (18) à la première des équa- 
tions (9'), on reconnaît que 

(19') lange = ^. 
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77. Lignes asympto tiques. — Leur équation s'obtiendra en 
exprimant que cos(V, T) = i, ce qui donne 

(ao) udjc^-\-ivdjcdx -\-wdjr^=o. 

78. Angle de deux normales infiniment voisines, — On a, 
pour cet angle, en ayant égard aux valeurs (2), 



/ s 1 — ï 

dff) = ydco9l -hdcosm -hdcosn 

ou, en réduisant, 

COSlf 

79. Bayons de courbure principaux. — Soient t/c7 Télément 
d'une ligne de courbure; R le rayon de courbure principal 
correspondant. On a 

n _ d(j _ cos ly d(j 



^^ \/dx^ -h df^ 

L'équation (18) revient aux suivantes : 

udx-^ vdf = k dvj v dx-h wdf = kdy , 

En ajoutant leurs carrés et ayant égard à la formule (6), on 
obtient 

d(5 = A- ^dx^ -\~ df^ , 
par suite, 

k = _«.- 

cos If 

et 

(22) R= U -h i^ ^j cosiy , 

(22') ^ = lç- — hwjcosiy, 

et, en éliminant -^ entre les équations (19) et (22), on obtient 

pour l'équation qui fera connaître les deux rayons de cour- 
bure principaux R, R', 

(^22') R2 — (u-^-w) coslyR-h{uW'—i^^)GOS^iy = o. 
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Si Ton suppose que Tune R de ses racines est constante, elle 
sera Téquation des surfaces canal; si, sans changer la direc- 
trice, R diminue indéfiniment, à la limite on aura 

uw — p2= o (*), 

qui représente une ligne comme nous l'avons annoncé au 
n«73. 

80. Rayon de courbure d'une section normale quelconque. 
Lehme. — Soient 

MX, MY les tangentes aux lignes de plus grande pente et de 
niveau; 

(23) ttY'-4- a(^XY H- «'Xîrrz I 

réquation d'une conique comprise dans le plan tangent; 
m la tangente de l'inclinaison de l'un ou l'autre des axes de la 
conique sur MX. 

On a, d'après une formule connue, 

w — u 
m* -t- m — I = o. 

En comparant cette équation à l'équation (19) et ayant 
égard à la formule (19'), on voit que 

d.c 
m = — j 

et que le& axes de la conique sont tangents aux lignes de 
courbure qui passent par M. 

Soit 2a l'un ou l'autre des axes de la conique; a^ sera le 
maximum de X^-h Y*, et l'on aura 

XrfX-hYrfY = o; 

mais l'équation (28) donne 

(ttY -f- ('X)«?Y -+- (t^Y -H fvX) ^X = o; 



{*) M. O. Bonnet a intégré cette équation par la méthode des caracté- 
ristiques de Monge. — Voir la Note III placée à la fin de TOuvrage. 
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on a donc 

Comme l'équation (28) peut se mettre sous la forme 

Y(«Y -t- vX) -t- X((^Y -h tvX) = I, 
on a, par comparaison avec la précédente, 

par suite, 



I 


Y 


I X V 


__ 


— w — Ç ^ — /W(^, 


-. — ï^ (;-—__ — 


«« 


A. 


û* I /» 



En comparant le second de ces résultats à la formule (22), 
OÙ Ton fera m=i -j-, d'après ce qu'on a vu plus haut, on ob- 
tient 

R= — f-: 

d'où, en désignant par 2a, 2a' les axes de la conique, 

cos/r j., cosif 

Arrivons maintenant à l'objet principal de cet article, et di- 
rigeons momentanément MX, MY suivant 2 a, 2 a', nous au- 
rons, pour l'équation de la conique, 

RX2-t-R'Y2=cosij. 

Si nous désignons par t le rayon vecteur qui fait avec MX 

TT 

l'angle — h oc, nous avons 
^ 2 

— ,^ = Rsin2a-f.R'cos2a. 

Le rayon de courbure p de la section normale qui fait avec 
MX l'iangle oc est donné par 

I _ cos^a sin^a _ R sin^a -H R'cos^a _ cosij 

^ "" R "^ ~~W ~ RÎT "" ^JM' 

ou par 

I I 
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en remarquant que, d'après la formule (22), 

RR'= ( uw — Ç' ) cos' if. 

Revenons maintenant à Taxe MX dirigé suivant la ligne de 
plus grande pente, et appelons 6 l'angle que la tangente à la 
section considérée fait avec cet axe; t répondra à l'angle 

-h - formé avec MX, et l'équation (28) donne 

t2(z^cos'0 — 2Psin6 ces 6 -i- «'sin*6) = 1; 

on a, par suite, 

, ,, i «cos^O — 2 (^ sin 6 008 6 -f- «' sin^ 

(24 ) - = 

p ( lf(V — (^2 ) cos ij- 

ou, en se reportant aux formules (10), 

( 24 ) - = — -j- cos 6 H- -7- sin 

p cosif \a<j cil ^ 

81. Angle du plan osculateur d'une ligne de courbure avec 
le plan tangent, — Soient 9 cet angle ; R le rayon de cour- 
bure principal correspondant à la ligne. La courbure géodé- 

sique étant — = — d^' ^^ formule (12) donne 

. dx d^ 

On déduit des équations (22) et (22') 

^dx ( dx dY\ _ rfr / dx dy\ 

OU, d'après les équations (9'), 

n dx dy . 

R -7- =cosirsin6, R ,- =cosircosO. 
d(j -^ d<3 *^ 

Donc 

/r\ a ••••A • A*^^ o-^ sin 6 
(25) cot9 = £ smtr sin6 -hcostrcosO ^ =cos2fr-r ^* 

§ II. — Des snrfaces d'étendue minimum. 

82. Pour que les rayons de courbure principaux d'une sur- 
face soient égaux et de signes contraires, il faut, d'après 
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réquation (22') du n° 79, que Ton ail 

(l) U-T-W = 0, 

Si Ton différentie celle équalîon par rappori à 7 el qu'on 
ail égard aux relalions (8) el (8') du n* 65, on oblienl la sui- 
vanle 

donl rinlégrale esl 

(3) ?=/(^-^-^»-+-/1(^— e.r), 

en désignant par/,/i deux fondions arbilraires. 
La Iroisième des équalions (3) du n"* 63 ou 

(4) ^ = îcosn 
donne 

(5) *~ / Çcos/> r(r-+-X, 

en désignanl par X une fonction de a:. Celte fonclion sera 
délerminée de manière que Téqualion (i) soil salisfaite par 
]a valeur (3) qui esl Tinlégrale d'une équation plus générale 
que Téqualion précilée. 
La première des équalions (5) du n® 65^ ou 

d^z . âz 

Il = -r-z -+- ' tango- ,- -+- z 

donne par la subslilulion de la valeur (5) 

= — / -j-joosij'df-h Ç cosij df H- C« smif -T- ^^ H- X. 
En inlégrant deux fois par partie, on a 
f pcos/jrf/=^costj-(^)^+Cisin9'-i-J Çcosijr^r. 
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On a donc, en se rappelant la seconde des formules (8) du 
no 65, 

(6) < -^ 

Il faut donc, pour que l'équation (i) soit satisfaite, que 
Ton ait 



d'où 

X = C ces J7 -t- G' sin.r -h / ( ^) sin(a — .r)r/a. 

en représentant par (^-j la valeur de ~ pour ^ = a, 

7 = 0. 

L'équation (5) devient ainsi 

(2 = C cos-r-hCsinjc-i- / Çcos/jûfr 

-f- / (-r^l sin(a— -a')^a. 

83. Application à quelques cas simples. — 1° Soient 

/(j: -h /j) = "i (fl — iZ>) (x -h f», 
/i('ï^ — ^» = ï (^ + ^^^) ("^ — ^r), 

expressions dans lesquelles a, 6 sont des constantes réelles 
qu'on peut toujours supposer positives. Nous avons 

(A) Ç = a.r-+-/y^, 

Jf î cos/ >' df = — {ax -f- i>Y)l sin// — /; cos ij -h b, 


Jf f-:^) sin(a — J7)û?a = &cos.r — /;; 

par suite, en faisant abstraction des termes en cos^ et sin^ 



1 
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pour le motif que nous avons donné à la fin du n® 71, 

( B ) z = — (ax-i- bjr)i sinif — h cosif. 



(C) 



Les équations (3') du n° 63 deviennent 

t C08( ta — x) = b COS ijf 
t sin ( ti) — x) = ai sin iy. 

Si a = o, on a 



X, = bcosir = bcosi'r = -\c^-r-e ''/, 

-2 ^ 



c'est-à-dire l'équation de la caténoïde. 
Si 6 =: o, on a 



(X) 

•1 



a 



ce qui représente l'hélicoïde gauche. 

Supposons maintenant que a, b aient des valeurs positives 
quelconques; soient {/i^- 17), dans le plan xOtq, 

Fig. 17. 




0%' un axe faisant avec Ox Tangle x; 

Oyî' sa perpendiculaire menée dans le sens de l'accroisse- 
ment de a:; 

x'f fi' les coordonnées parallèles à 0%^ Oyî de la projection m 
sur le plan ^ Oyî de l'un des points M de la surface qui ont 
le même méridien. 



SUR LE SYSTÈME DE VARIABLES DE M. O. BONNET. I27 

Les équations (C) deviennent 



(C) 


-f^ bcosiy, r/ aisinif, 


d'où 




(D) 





équation d'une hyperbole dont le sommet situé sur 0^' sera 
désigné par B; si 5 désigne aussi l'aire du secteur hyperbo- 
lique BO/w, nous aurons, en ayant égard aux équations (C')> 



et, par suite, 



9. s 

t -- ax — — 
a 



En prenant sur le prolongement de M/w, le point Mi défini 
par /nMi— — > l'équation précédente revient à 



Désignons par (C) le lieu des points Mi lorsqu'on fait varier 
la position de m sur l'hyperbole. En considérant x comme 
représentant le temps, faisons tourner (C), à partir de 07:1^0, 
autour de OÇ avec la vitesse angulaire i, en lui imprimant en 
même temps la vitesse transitoire a; la ligne (C) engendrera 
la surface minima. 

2° Soient, n étant un nombre entier positif. 



f{^x H- iy) = |.e-^/ï(-r-i-i>)^ /i (.-c — if) = je'«(^-'>\ 



on a 



{E) Ç = e^ycosnxj 

^(/n-i)rcos«.r e^^-^^ycosnx 



z = 



2(/«-hi) 2(/^ — I) 



(F) 



n COSn.r /e^n+\)y g{n-l)y\ 

y cos j: -h r\ sm j; = ( , 

^ 2 \ n -\- 1 n — ij 

^ sin j: — 7) eo&x = 



2 \ /^ -h I // — I 
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En éliminant Xy y entre Jes équations (E), (F), on obtient 
une relation algébrique entre x> to, C (M- 

On pourra obtenir autant de surfaces algébriques qu'on 
voudra, en prenant 

/ (j: -f- iy) = 2(Aa-4- /Ba)^'«*(*+Ô', 

les Aa, B^. étant des constantes réelles quelconques, et les n/c 
des nombres entiers différents de ih i. 

84. Carré de Vêlement linéaire d'une surface d'étendue 
minima, — En introduisant la condition (i) dans la for- 
mule (6) du n*» 64, on obtient, en ayant égard aux for- 
mules (8) du n° 65 et à la valeur (3), 

(8) I ^^'=(^'-^"^')(^^'-+-^^*) = cos2^V^^4-^^j(e£r»+ 
( =icos^iff(j:-{-ijr)fXX'-ir){dx^-i-df^), 

85. Lignes de courbure, — Les formules (8) du n® 65 don- 
nent, eu égard à la valeur (3), 

I P =eost>[/'(x-hi>)-+-//(x — /j)], 

( w= — u = i cosiflfXx — if) — fl{,v — ijr)], 



(*) En éliminant e'^J^ dans les équations (F) au moyen de l'équation (E )^ 
on obtient deux équations entre ey et e-r, qui donnent 

ey = p— [)r cosic + 7j sina? — cotna7(x sina: — 7\cosa>)J, 

e y= p— [5^ cosa? -hr^sinx -\- colnx{x s»nr — ti cosa?)]. 



d'où 

[col^nx (x sinx — r\ cosxY— (x cosj? -+■ ti sina?)']. 



n^ — i 



En élevant ey à la n'*"' puissance et ayant égard à l'équation (E), on 
trouve 

cosno?- [x cosar-f-Tfi sina? — cotnx{y^ smx — t\ cosa;)] j = Ç"+'. 

On a ainsi deux équations entre des puissances entières de e'* dont l'élimi- 
nation conduira à une relation algébrique entre x* ^if P* 
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et, en portant ces valeurs dans Téquatîon (19) du n<» 76, on 
obtient 

/Tn^ ^r' ^ ; /'('^ -^ <r ) — fii^ - if) dy 

^'""^ dv^ ""' f(j: -^ iy) ^ f;(jc - if) ,U' '-^ 

OU 

(10') ! (^^'-'^*)t/'(-^+<>^)-*-/i(^-<^)] 

( — ai [f{x -+- iy) — /i'( j; — ijr)] dx dy = o. 

Si nous posons 

(11) x-\-iy = Xxy JC — iy^yu d où x= \ > y=—i— — "^j 

nous avons 

•2 -^ '2 

et réquation (jo') devient 

d'où, pour réquation intégrale des lignes de courbure, 

(12) S>/f\^\ ) dxi = ± i f^fiiyi ) dyi -+- const. 

86. Lignes asymptotiques. — Si Ton substitue les va- 
leurs (9) dans réquation (20) du n« 77, on trouve 

{n^^ix)-f[{^-ir)]{dy^-dx^) 
— %i[f\x -^ ly) -f- f[{x — iy)] dx dy = o; 

d'où, en introduisant les variables x^, y^ du numéro précé- 
dent, 

( ï 3 ) fs/fï^) dxx =z zt f^/fïïyT) dyx -\- const. 

87. Angle 9 sous lequel une ligne coupe les lignes de plus 
grande, pente, — En faisant w = — w dans la première des 
équations (10) du n° 68, on trouve 

dy _ w ces 6 -h p sin 6 ^ 

dx ~ tv sin 6 — v cos 6 ' 
d'où 

dc-^ idy _ (('-f-fV)(cos6 -+- /sinÔ) _^ ç-\~iw ^^^ 

dx — idy "~ {v — /tv) (cos6 — i sinO) "~ v — iw 

R. 9 
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ouy en ayant égard aux valeurs (9) et introduisant les valeurs 

(i4) 



d^rx _ /;( r, ) ^, .Q 



Soil, pour une seconde ligne qui coupe la première, 

^ _ //(ri ) ^,^, . 
on a 

en désignant par co Tangle sous lequel se coupent les deux 
lignes. 

Si la première ligne est une ligne de courbure et l'autre une 
ligne asymptotique, on a, d'après les n*»* 85 et 86, 

d.T\ d! X]^ 

par suite, par comparaison avec Téquation précédente, 

Cl) = — j 

4 
ce qui est une vérification. 

88. Lignes géodésiques, — Si, dans l'équation (i3) di* 
n® 71, on substitue à a?, 7 leurs valeurs en fonction des va- 

riables x^y y^ du n® 85, qu'on exprime ensuite tang ' * 



au moyen d'exponentielles, on trouve 

OU 

en faisant 
Si Ton pose 

/ (^1) = /(—'■ logJTî) = o (a:,), 
/i (Ji) = /i (- i log/î) = ?i (/s), 



2 
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réquation (i4) revient à 

En prenant les logarithmes et différentiant ensuite par rap- 
port à 72> on trouve 

^1 ' ^^2 ~~ ?i(j2) ?'C-^2; ^J2 ^2 

d9 
En éliminant dans cette équation 2/ -y- au moyen de Té- 

quation (a), on obtiendra celle des lignes géodésiques. 

89. Sur/aces d'étendue minimum qui satisfont à certaines 
conditions géométriques. 

1° Surface de révolution, — Ici Ç est une fonction de y seul^ 

ou -7- = o. On a donc 
ax 

f{x -h iy) -}- /; {x — ij) = o, 

d*où 

f'{x-+-ij) = a-hib, /K-r — /j) = — (a-hW), 

a, 6 étant des constantes réelles. On déduit de là, en dési- 
gnant par c, df Cl, d^ quatre nouvelles constantes, 

/ (x -+- ijr) = (rt -h ib) {x -+- ijr) -h c 4- id, 
fi(x — ijr) = — (« + //;) (x -f- if) -+- c, H- /rf, ; 

par suite 

Ç — i{a-^- ib)ij -h c -\- Ci-^ i(d -\- di) 

ou, comme Ç doit être réel, 

Ç = — 2 ^ j -t- c -h Cl ; 

mais on peut supprimer la constante c + Cj, qui ne donne lieu 
qu'à un transfert de la surface parallèlement à OÇ. On a donc 
en définitive 

Il résulte de là que la caténoïde (n<»83) est la seule surface 
de révolution d'étendue minima. 
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2° Surfaces engendrées par le mouvement hélicoïdal d'une 
courbe autour de Vaxe Ç. — Si m est une constante réelle, 

on a, pour ces surfaces, 3- = m, ou 

ox 

d'où, successivement, 

/'(jT-f- iy') = a-\-ih, 
f[ (-^ — «>) = m — (rt -h f6), 
f (x -h if) = (a -¥- iù) (x -^ ix) -h c -h id, 
/i (^ — iy) = (m — a — ib) {x — / j ) -*- Ci 4- /rf, , 
Ç = m(j: — iy)-^ ily{a-\- ib) ■+- c -h Ci-h i(d-\-di), 

et enfin, pour les motifs qui ont été donnés plus haut, 

Ç = mx — 26^, 

ce qui donne la surface indiquée au n<» 83. 

3° Surfaces gauches. — Une pareille surface est caracté- 
risée par la condition que Tun des systèmes de ses lignes 
asymptotiques soient des droites; or la transformée sphé- 
rique d'une droite est un grand cercle, d'où il suit que les 
lignes asymptotiques d'un système peuvent être représentées 

par l'équation 

cos(jc — a) = sinipsin/j (*), 

(») Soient a, 6, c les cosinus des angles formés avec Oj?, Oy, Oz par la 
normale au plan d'un grand cercle, on a 

a cos l -+- b cos m -\-c cos /i = o 
ou, en posant -= tanga et ayant égard aux formules (2) du n» 62, ainsi 

Cv 

C^ T 

qu'à la relation h tang"a -f- 1 = — ■» 

I \ ( 't /cos" a \ . . 
cos(a7 — «).= f i4/_— , I siniy. 

Comme la position d'une génératrice rectiligne ne dépend que d'une seule 
variable, il en est de même de celle du plan du grand cercle correspondant ; 
on pourra donc considérer a comme une fonction de a et écrire 

/cos a . . -^ 

ï^-jl i = sini3, p = (p(a), 

d'où l'équation du texte. 
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dans laquelle a est une constante arbitraire et (3 une certaine 
fonction de cette constante. £n différentiant deux fois cette 
équation, puis éliminant sin/y au moyen de la même équa- 
tion, on obtient 

ou 

/ , / dx{\dTx .r, — Xi d^Tx 

\ dfx I dfx ° a . df\ 

en introduisant les deux variables a?i, fx (n®85) et prenant 
la seconde comme variable indépendante. 
Si nous posons 

nous avons (n* 86), pour les lignes asymptotiques, 
d'où 

/Y\ X; d.rx\dxx _ d^Ty 

^ ^ VYi Xi dfx) dfx ~ dr\ 

On déduit des équations {a) et (a'), en ne considérant que 
Tune des deux valeurs de Yi, 

/ dx\\ , .r, — Yx Y', X'. dxx 
V dfxJ ^ 1 11 Xi dfx 

ou, en substituant la valeur (6) et exprimant tang ^ au 

moyen d'exponentielles, 

(i5) ( Vi -+- X, - lY'x + ^•X'i)e'>t = ( Yi -4- Xi+ « y; - iX'i)e^r.. 

En différentiant successivement par rapport à Xx et y^, on 

trouve 

(Y,- /Y',)V>t = (Xi- iX',)Vr., 

ce qui exige que, m désignant une constante réelle ou ima- 
ginaire, 

(Y, - fT'i)' = limeiyx, (X, - /X;)'--= limi'x. 



dxx 

dfï ~ 


X, 

- Yr 


drx\ 


dxx 
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On a, par suite, 

{c) Yi — iY'i = 2we'ri-f- 2a, Xi— /Xi = 2/we'>i-h 2^, 

en représentant par a, (3 deux nouvelles constantes de même 
nature que m, £n portant ces valeurs dans l'équation (i5), on 
obtient 

(Xi-f-eXi -H 2a)e'^i = (Y,-+-«Y'i -H 2p)e^r., 

d'où, en désignant par n une dernière constante de même 
nature que m, 

(c') Xi 4- iXi = 2ne-i'i— 2a, Yi h- iY\ = 2«e-'>« — 2 p. 

Des équations (c) et (c'), on tire 

Xj = nie^^i -+- ne-^'i h- ^ — a, i X'i = — me'-*^! h- /i^-'^i — (a -h p), 

Yi = mc'>i -h /2e-'>i -f- a — p, — ^ Y', = — me^y^ h- «e-'^i — (a -h P), 

ce qui exige que a -h (3 =: o. On a donc simplement 

(i6) Xi = me^^i-h ne-^^i — 2a,. Yi = Awe'>»-h /i^-^ri-f- 2a. 

Il s'agit maintenant de déterminer les constantes /w, /i, a. 
Pour cela, choisissons les axes 0^, Oyj, OÇ de manière 
qu'une des génératrices rectilignes soit parallèle à Oyî et 
qu'une autre génératrice soit parallèle au plan xOri et fasse 

Tangle — \- ki: avec %. Nous avons pour la première gêné- 

ratrice Ç = const. pour ^ = o ou 

/(«» -^fi(— «» = const., 
d'où 

et pour la seconde Ç = const. pour x = A:7r, c'est-à-dire 

f{kTz -+- £>) 4-/1 (Arii — ijr) = const., 

d'où 

Si, dans les équations (d) et (g?'), on remplace /', // par 
leurs expressions respectives en X, et Yi, et que l'on ait égard 
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ensuite aux valeurs (i6), on obtient 

(me-y-h ner— la)' = (mer-h ne-y-\- 2a)*, 
d'où 

;;i2e*'^Tc— n^ = o, a(/we*'*^-h «) = o. 

Comme on peut toujours supposer que k est tel que e*'*^ — i , 
les conditions ci-dessus donnent m =r ai =: o, et Ton a succes- 
sivement 

Xi = — 2 a, Yi = 2a, 



/V.) = ^. f(yO==^.' 



/*(^i)= 7— (^-Hi»-hconst., /i(jri)= y-T(^ — ij)4-con8t., 
431- 4* 

d'où, en désignant par a, b, c, û? quatre constantes réelles, 

Ç = (û -h «^ ) (x -f- «j) + (« -h /A ) ( JT — iy) -^ c -\- id 

ou simplement 

Ç = lax. 

Il suit de là et en se reportant au n^ 83 que Thélicoïde à 
plan directeur est la seule surface gauche d'étendue mini- 
mum. 

90. Détermination des fonctions arbitraires qui entrent 
dans l'expression de Ç par la condition que la surface passe 
par une ligne donnée. — La solution de ce problème consi- 
déré dans toute sa généralité présente de grandes difficultés 
et n'a pu être obtenue que dans quelques cas particuliers, 
entre autres les suivants : 

i*» La surface doit passer par deux droites rectangulaires 
Oyî, AB. 

Soit OA— /i la plus courte distance de ces droites suivant 
laquelle on dirigera OC. On doit avoir respectivement pour 
Oyî, AB, quel que soit/, 

X — o pour C = o, 
X -- - pour Ç = //. 
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I 

Ces conditions seront satisfaites ainsi que l'équation (2) 
en posant . 

n étant un nombre entier quelconque positif ou négatif et A» 
un coefficient arbitraire. 
L'équation (7) nous donne 

i /// .27 

z = c cosa? -h c' sino: ^ sin/r 

Z i'7~i Art sin2/ij:[e"'^(2/i cos^y-h /sinij) — 2/1] 

— ^/ ^ , " [2 sin2/ia:-+- ('i/î — i) sin(2/i-+- i)x — (2/1-+- i)sin(2/î — ï)^]? 



4 
d'Où 



2 // .r 
q = cosi j -H S 2 « Aa sin 2 /i X ( ^««r cos « j ) . 



11 



Nous avons à exprimer que x = o pour j? = o et yj = o pour 
2^ = -; la première des formules (3) du n** 63 nous donne 

C = o, c'=o. 

Il résulte de ce qui précède qu'on peut faire passer une 
infinité de surfaces minima par deux droites rectangulaires. 

2° La surface passe par la droite O-ji^ et coupe normale- 
ment le plan ^ := h. 



On doit avoir 



x=i - pour ï = o, 



r = o C = /i. 

L'équation (2) et ces conditions seront satisfaites par (*) 

Ç = — [arc tang^'^^+'>^ -h are tang^-'(^-'>^ ] = — arc tang 



ir 11 I. sm ^J^• 



I 



(•) Œuvres de Fourier, t. I, p. 184 de rédition de M. Darboux. 



SUR LE SYSTÈME DE YARUBLES DE M. O. BONNET. iS^ 

Reportons-nous maintenant à la formule (7). Nous avons 



C^ ^ , %h ( . . . , cos.r , /cos'^ — sin*i> 

/ Ç cos «j «r = I « sinijr arc tang . . . — h cosx log 



i^xviiy cosj? 



f\-T-) sin(a — x)da. = ^-(cosj?Iog cosj: -H j? sinar); 
o \ ^ / or, "^ 



il vient donc 



3 = ccos.r H- c sin.r 



"ih f COS t77 / : : — 

( .rsina:-+-/sin(rarctang . . '/ H-cosarlogvcos*ar— sin*«y 

et, d'après le n*» 63, 
f^ cosx -h 7) sin .r = -^ (x sin^ -t- cosor log /cos^-r — sin* «j) — c coso: — c' sin x^ 
f^ sin X — r^ cosj? = — (sinx log /cos^x — sin* ij^ — a: coso:) — c sin j: -h c' cosx, 

« 

d'où 

ih. , — r-r-— ^^' '. COS.r , 

X = — log/cos*^ — sin^ij — c, 7) = — arcsm-. -^^ — c ; 

'^ "^ /cos^j: — sin*j 

mais on- a y] = pour 0?= -, d'où c'=o; comme la position 

de Oyj est indéterminée, on peut supposer c = o; d'ailleurs 
on peut écrire 

Ç = — arc sin --—2: 



"^ /cos^or— sin'fj 

On a donc enfin, par l'élimination de / et de Xy 

, COS-T 

7 = — log =- > 

sin-4 

résultat obtenu pour la première fois par Scherk. 



l38 CHAPITRE X. 

3*» L,a surface minima touche une surface donnée suivant 
une ligne également donnée. 

Soient, en se reportant aux notations du n*» 85, 

Y^^= ÇiC-a^i) la relation qui définit la direction des nornaales 
à la surface minima le long de la ligne donnée; 

Ç==(pi(j?i), o-zz: (pj(;ri) l'ordonnée Ç et Tare c de la ligne ci- 
dessus. 

Il s*agit de déterminer les fondions qui entrent dans Tex- 
pression 

ï=/(^i)+/(ji) 

par les conditions 

ou, ce qui revient au même, par 

(/'(^i)+/'iO'i)?'(.'^.) = ?;(.'^.) ) 

(a)\ Xi — ri /. ^ >PDur ri = oi(j:i). 

I 7 

Les équations (a) feront connaître /'(^i), f'iyi) et, 
comme ces dérivées peuvent respectivement s'exprimer en ^i 
et yi au moyen de la relationji = 9, (^, ), on obtiendra /(j^i ), 
/(ji) P3ir des quadratures. 

Dans le cas où la surface donnée est une sphère dont on 
supposera le rayon égal à l'unité, on a pour la ligne de con- 
tact, en supposant c = o, c' = o, 

Ç = ftangij = £ tang > 



jt 



(à) < j. d.v^-\-d}^ dxxdyx , , 

^ cos*-î — ^- 



'2 



(*) Cette équation résulte de la formule (8) du n" 84, eu égard à la si- 
gnification de x^ et y,. 



SUR LE SirSTÈMB DE VARIABLES DE M. 0. BONNET. iSg 

Les équations (a) se réduisent à 

/'(^.)+/'(r.)?'(x.) = i '~t^l'l ' 



CCS* — 



/■'(^I)/l(/.) = 



d'où les deux solutions 



'1 



(c) /'(^, ) = ;^— - . f\ (Ji ) = ^— 7, > 

2 ces' — ■— 1 CCS* -= 

<c')/'(x,)= iîi^i>_, r,(j.)= ^ — 

2 C0S2 -î ^ 2 9'(Xi) C0S2 -î ^ 

2 ' ^ *^ 2 

La seconde solution rentre dans la première, car elle 
fournit respectivement pour /(a?i), /i(7i) les valeurs que 
donne la première pour/(ji), /(^i). Nous nous bornerons 
donc à considérer la solution (c). 

Supposons que la courbe tracée sur la sphère soit la loxo- 

dromie j= ^ qui coupe les méridiens sous Tangle de 45°; 

nous avons 

X\ _ \-{- i 

d'Où 

et les équations (c) donnent 

f(xi) = tang^^ hconst., 

2 2 

/, (xi ) = — — tang ^ h const., 

et Ton a, par suite, 

Ç = -^tang-^(j:+?j)-4-~^tang— -(^-?j) 
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ou> en faisant disparaître les imaginaires, 



î = 



2 cos(.r — 7) -h e'^^-^y — c-^*-»-^'' 



On ne peut pas aller plus loin, parce que les intégrations 
dans réquation (7) ne peuvent pas s'effectuer. 



NOTES. 



NOTE I. 

SUR LA COURBURE ET LA CAMBRURE DE LA LOXODROMIE 
d'une surface de RÉVOLUTION QUELCONQUE. 



Sioient 

O^ Taxe de révolulion; 

u le rayon d'un parallèle quelconque; 

(I) z^fiu) 

l'équation de la méridienne; 

(2) cp(w) = v/i-+-/'('^)*; 

i rinclinaison de la loxodromie sur les méridiennes; 

Â:=: tangi; 

w Tangle avec le plan zOx d'un méridien quelconque. 

On a, pour l'équation différentielle de la loxodromie, 

(3) udui = ko(u)du. 

Si Ton remarque que 

, .r dr -h r dr . , , , 

du = 9 u*- dd) = xdf —f di', 

cette équation prend la forme 

(3') (j-^-k^.x)dx={x — k(f.X)djr, 

d'où, en conservant les notations du n° 1, 

cos 3 = f- — cos a. 

^ X — k^,y 
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D'aillears l'équation (i) donne 

cosY=/(//)^= =^-^(xcosa-hrcosP) 



= ^-^ (xcosflt-+-j^cosP). 



Les deux dernières équations, jointes à 

eos'a — cos' ? -4- cos' v = i , 
conduisent à 

X — ko.r xcosi r . . 
cosa = z==^ — = ~ sini, 

, „ y-hko.x rcosi X . . 

//N /cosB=-^ = • ! — sini, 

V^O* — I . y/ç» I 

COSY = — ' = COSI ^— *^ • 

O /l -r- A-« ? 

Avant d'aller plus loin, nous remarquerons que 

' du 1 , Q. cosi 

-y- = - (x cos a -h Y ces B ) = , 

, duo . , .du , f . ces/ 
(5) ', -^=(«?+?)^=("^^?)-^' 



rf /o*— I _ q' fl?!/ _ «p'cOSf 

dd o qJ y/cp*— I ^^ <p' ^<p»— I 

Nous avons maintenant, eu nous reportant au n° 1 [for- 
mules (2)], 

i ^ cosi / M 9' -ho A sini / Q cosA 

- cosA = — — Mocosa — X— ! '- cos/J — (wcosS — K I 

P M^O^V ? /"'\?/ 

cosi , , . . , .V sin'f 

I cos/ / - . . , x sin'z 

- cosjx = r^(— 9'xsin^H- o mvcosO— J^ — .» 

I o' cos' t 

- cos V = 



On déduit de là 



.^. j_ _ 8in*i sin'icos'/ 2sin*iC0S*/.cp' cos*i.çp'' 
p* ~~ M* m'<p* «cp^ ç*(cp* — 1) 



NOTE I. ï4^ 

Si R, R' désignent respectivement le rayon de courbure de 
la méridienne et sa normale limitée par Oz, on a 

i_ f_W 1 _ f(u) 

mais réquation (2) donne 



on a donc 



par suite, 



R (pi /<p8-_i ' R' w? ' 

R' . R'««î 



L'équation (6) prend cette forme définitive 

, . I sin'/ / iW .A ../cos^t sin*i\ 

(7> ^« = -«.- ('+ -R- «>«'')+«<>«" (-HT - -wr) 

qui est d'une assez grande simplicité. 

Soient 

I cos't sin'i 

(8) r = -R- + -R^ 

la courbure de la ligne géodésique tangente; 9 Tinclinaison 
de la normale principale de la loxodromie sur la normale à la 
surface. On a 

(9) 0086 = ^, 

puis 

. .^e cosi d p v^R's-tt2 . d p 
do (p du r H du r 

ou 

, , rfe /R'î — M* . rf p 

(10) 37-= p, ■ ^ C08t-T- f,> 

^ -^ «ff R sm6 rfw r 



</6 



et la formule connue 

(u) i=(^i,_-^^sinicosi 

fera connaître la cambrure - • 

T 
K. 10 
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Application : i® Cône, — On a 



1 I COS 



en désignant par 2 dTangle de la section méridienne du cône. 
Les formules (7), (8), (9) donnent 



I 8in£ / — ; -^ 

- = VI — C0S*iC08*Ô, 

pu 

si nt COS Y 



COS 9 = -p ^ 

yi — cos^^co8*o 

On voit ainsi que le plan osculateur fait un angle constant 
avec le plan tangent. L'équation (11) donne simplement 

I sin i COS i COS 8 

— Z^ ' ' ' .11 ■■ Il 

T U 

Si Ton suppose y = o, on retombe sur les formules rela- 
tives à rhélice. 

En désignant par r la portion de la génératrice du cône 
limitée par le sommet et la loxodromie, on peut écrire 



I 8\ni 



\/i — COS*/ COS* 3. 



p rsin8 

Si Ton suppose 5 ==90®, le cône devient un plan, et la loxo- 
dromie une spirale logarithmique, et Ton retrouve la formule 



r 
connue p = 



Slll^ 

2» Sphère. — On a R'= R, 



I __ /sin*/(i -h 2 COS'-»/ 



) COS* i COS 2 i 



0086= - 



u 



V^R* sin* i ( i-i- 2 COS* «)-+-"* cos* i cos 2 i 



. ft fl?6 R v/R* — tt* sin* i cos « ( i -+- 2 cos* i) 
-8me2^ = -^> 

[R*8in*ï(i-+- 2C08*i) 4- w* cos*/ cos 21]* 



jin0 = sin/l/j 



(R*— M*)(I-|-2C08*0 
R*8in*i(l-h 2 008*0 -HM*00S*ï 00S2t 



R sin 2 / \/i 4- 2 cos* i 



T 2 [il* SlU*£(l-t- 2C08*l) — tt*C0S*i00S*/J 






NOTE 1. 1^7 

Si X désigne la latitude, on a ces expressions un peu plus 
simples 

I f, /sin*«(i-+- 2 cos*/) 

- = ,r4/ ^^ r^ hcos^icosa*, 

p R v cos' À 

cos6 = 



v/sin*/(i -h 2cos*0-+-cos2f cos2fCos*X 



sin2/ v/f -H 2 cos'i 



-Z 2K[sin*/(l H- 2C0S*/)-hC0S*iC0S2«C08*XJ 



NOTE IL 

SUR QUELQUES QUESTIONS RELATIVES A CERTAINES LIGNES 

TRACÉES SUR UNE SURFACE. 



Des trajectoires orthogonales d' une série de lignes (0. Bon- 
net). — Reportons-nous au n° 44, dont nous conserverons les 
notations. L'équation (4) de ce numéro peut se mettre sous 
la forme 

s r/,ri . dy 

En la différentiant et divisant par da, on obtient 

d(5 l dx dxy \ , ^d^Xt ^ /dy^ d^y 

ce qui revient à 

dd , . l , d 

-r- (cosacosati-f-. ..) — \-\-^y \ COSa -7— COSaJ-^. . 
d^x / /. \^ ^/j 



Idy^ 



d^f 
d(Ji 



Soient {Jig. 12 bis) : 

9 Tangle infiniment petit formé par les tangentes en A à MM', 
et en Ai à MiM'i; 

p' — -^^ le rayon de courbure géodésique au point A, de 
^^ sin0 

MiM;,- 

>.i, |jLi, Vi les angles de la normale principale AjNi avec 0^, 
0/, 0^. 

L'équation précédente prend la forme 

dd wy , , ^ . •/^y* d*y\ 



. 


NOTE II. 


ou 




(I) 


I _ !î^ COS'J^ — (0* ( -^ -i- Y ^T-^ 

Pi ^ \dtjl "^ddl 
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d<j 



en désignant par ^ l'angle formé par AiN avec Ai A. 
L'équation (5) du n° W peut s'écrire ainsi 



M 



U)Y rfji 



dxj 



En la multipliant parla précédente et négligeant les termes 
du troisième ordre en w et 9, on obtient 



(3) cox 



i_ __ cosj;\ _ . A^ ^ ,, ^. 



^^ = eo^ /^i;^ _^ y «!z W îîi!Z! _ <p«, 



en remarquant qu*on peut prendre 



w*x' cos^' w'x* 



P'pi 



jt 



Si Ton porte sur BBi, à partir de B, la longueur BC = AA|, 

Fi g. 12 bis. 




l'élément Ai C sera, comme AB, perpendiculaire à AAi. L'angle 
trièdre formé par les droites AiC, AiBi et la parallèle AiT à 
AB peut être regardé comme étant rectangle suivant AiC, et 
Ton a 

TAiBi = cp, (Uibi=aj-^. 

Considérons maintenant la ligne géodésique dirigée sui 
vant AAi, dont nous désignerons par t le rayon de cambrure; 
ses plans osculateurs en A, Ai étant respectivement perpen- 



l5o ^OTE II. 

diculaires à AjT, AjC, leur angle ^ est égal à GAtï; le 

T 

Irièdre ci-dessus donne par suite 






s 



et réquation (3) devient 

^^^ p' Pt ~~ dz\ p'* '* 

Soient A,fl le prolongement de AAi et A, As la perpendicu 
laire en Ai'à A,Bi sur la surface; on a 



N,A,^£ = 180*— <>, NiAjAjr^ 90*4-61. 

L'angle k^k^a est l'angle de contingence s de la ligne 
AAïAs; l'angle des plans aA,A„ NiAja est l'angle /: formé 
par le plan osculateur de la ligne AAjAj avec le plan normal 
à la surface mené par la droite AiAj. L'angle trièdre formé 
par les droites AiN,, A,«, A1A2 donne 

— sinOi = — cos<j^ -r- siiKJ^scosA:: 

d'où, au second ordre près, 

cos^^ — sin6« -1- cosOi z cos/i. 
et l'équalion (4) devient 

1 I d^y ta/ C0s6i , ojy 
(5) __-,-= w ---^ -f- -4' H £ cos/c (^. 

P Pi <3?JÎ p« pi T^ 

ces 0\ 
On remarquera que — ^ — est la courbure de la section nor- 

Pi 
maie faite suivant A^B^ ou à un inHniment petit près la 

courbure - de la section normale en A suivant AB; que 

— - — est la courbure — de la section normale en A faite sui- 

d^ y d^ Y 

vant AA, ; que l'on peut prendre w -7-^ — w -~\ de sorte que 



NOTE II. l5l 

réquation (5) prend la forme 






Si a est Tangle formé par AB avec la section principale 
en A qui correspond à la courbure ^ ' on a 

» 

I _ cos'a sin^a i _ sin^a C08*a 

et, de plus (n<> 52), 

d'où 

I I I 



) 



et l'équation (6) devient 

Soient Ç Tare de la ligne AAïAj. . ., mesuré à partir d'une 
certaine ligne de la série de MM'; d la caractéristique diffé- 
rentielle qui se rapporte à la première de ces lignes ; on a 

Pi p p 



et l'équation (7) revient à 

Désignons par d^, p, les équivalents de d et p pour la ligne 
A Al As. La formule (2) nous donne, aux termes du second 
ordre près, 

sinôo , d^t 
— — d^ = -.c— ^ 

P2 K 

OU 

ÔÇ = -7- • 

p2 «J 
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On déduit de là 

!îîi^rf8Ç^8çrf!iHi«=rf^î 

Pj Pi d<j 

ouy en éliminant dSi; au moyen de la formule précédente^ 
. . ^sinôi /8in6t\* , i ,d^t 



\y/ 


P. - V 


p, /"^"-sr 


ou encore 






(9') 


d(T p', "~ 


I I rf*8Ç 

p'» ■*" 8; d<T^ ' 



Si Ton élimine -^— entre les équations (8) et (9'), on 
trouve 



(10) 



Telle est la condition qui doit être remplie pour que deux 
séries de lignes tracées sur une surface soient orthogonales. 
L'équation (9) peut s'écrire ainsi 



sA 




d-^ 










p 


1 


P2 




I 


I 


I 


8Ç 


-r- 


d9 




p" 


Pî 


RR' 



\ Pî Pî / 



rf^8r . 

d(j ' 

on a de même, pour la ligne MM', 

8Ç \ , 8* d7 



V p p'V ûÇ 



En ajoutant ces deux équations, et ayant égard à la rela- 
tion (10), on trouve 

(ji) 8çrf*8ç-+-rf(Ji8«rf(T = - î^^^*. 

Supposons, en particulier, que les lignes MM', MiMi, . . .. 
soient des lignes géodésiques normales à la ligne MM1M2 ; on 

a(n'>37) 

S rfcr = o, 



NOTE II. l53 

et l'équation précédente se réduit à 

Digression sur les propriétés de Inéquation 

(«) ^, = Ux, 

dans laquelle U est une fonction de x. 

Nous remarquerons d*abord que si ^ = a annule une solu- 
tion de cette équation, elle ne peut pas annuler sa première 
dérivée; car, autrement, d'après la même équation, toutes 
les dérivées d'ordres supérieurs de la solution seraient nulles 
pour xziza. 

Si f{x) est une intégrale particulière de Téquation (a), la 
méthode de la variation des constantes arbitraires fait con- 
naître la seconde intégrale particulière, et on a en général 

dx 



y = Xf{a:)^J^f{œ)Jj^^ 



en désignant par A et B deux constantes arbitraires. 

Soient a < 6 deux racines réelles consécutives de Téqua- 
tion/(^) = o; a une valeur comprise entre a et 6; il est évi- 
dent que 



f^-'i j$? 



ne pourra pas s'annuler autrement que pour x=^<x dans 
l'intervalle (a, b). Donc toute intégrale de l'équation (a), 
autre que/(^), ne pourra s'annuler qu'une fois dans l'inter- 
valle considéré. On remarquera d'ailleurs que l'intégrale ci- 
dessus reste finie pour j? := a, j? = 6, et qu'elle a pour valeur 



La dérivée de la solution 



est égale à l'unité pour J7=: a, et comme f{x) ne change pas 



' dx 

7' 
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de sigae dans Tintervalle (a, b), Ja fonction F sera négative 
entre a? = a, ^ = a et positive àQ x =:(x.'à xz^b. 
Considérons maintenant cette seconde équation 

et supposons d*abord que V > U pour toute valeur de x. En 

posant 

(V-U)r-cp(x), 

réquation (c) devient 

La fonction 9(a) ¥{Xy a) est une solution de cette équation 
sans second membre, qui s'annule pour xzzkx. ti dont la dé- 
rivée pour cette valeur est ©(a), et, en appliquant la méthode 
de Cauchy, on voit que 



X = kf{x)-^J F(.r, a)c?(a) 



comprend toutes les solutions de réquation(c) qui s'annulent 
pour x^zŒy expression qui peut d'ailleurs s'écrire 

fix) 
Le rapport —tt conservera le même signe dans l'intervalle 

(a, b) et sera positif, puisque pour x =z a -h da il se réduit à 

da>o. Supposons que (;t-) soit positif, le raisonnement 

suivant s'appliquera d'ailleurs au cas où il en sera autrement. 
Le premier terme de y est positif; sous le signe de l'intégrale, 

F(x, a)(V-U)a>0. 

Si y > o pour X <X9 il ^^ sera de même pour x = y, et. 



NOTE H. 
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comme j > o pour x^= a-{- da, y restera positif et ne pourra 
s'annuler dans Tintervaile (a, b). 

Supposons maintenant qu'on ait constamment V£U. Soient 
a, b deux valeurs consécutives de x qui annulent une solu- 
tion de (a); a, c celles qui annulent une solution de (c). D'a- 
près ce qu'on vient de voir, la première solution ne peut pas 
s'annuler entre a et c; il suit de là que b est une limite supé- 
rieure de la racine qui suit a de la solution de (c), et c'est 
surtout ce qu'il importait d'établir. 

Sur le minimum et le maximum d'un arc géodésique, — 
Soient {fig. i8) 

Fig. i8. 




OoAAjQ, une ligne géodésique issue du point Q©; 

Oo'^'^iQi une courbe quelconque issue du même point, ren- 
contrant en Q, la précédente dont elle diffère infiniment 
peu. 

Si le point Qi est suffisamment voisin de Qo, Tare géodé- 
sique sera plus petit que l'autre, c'est-à-dire sera un mini- 
mum, comme nous l'avons admis au Chapitre VI. Mais il peut 
en être autrement, comme cela a lieu pour la sphère où un 
arc de grand cercle plus grand qu'une demi-circonférence est 
un maximum. Il y a donc lieu de se proposer, si faire se peut, 
de chercher le point de passage du minimum au maximum. 



l56 NOTE II, 

Soient 

arc Qo A = s, AAi = ds; 

THy /Wj les intersections de Qom/?2,Q, avec les lignes géode 
siques normales à QoAAiQ, menées en A, Ai; 



d(j 



\mr=z(j^i: KiTlj tn^nzi::. -f-ds\ 

as 

mn = II. 
L'équation (12) donne 

li^ u a 



(•3) 



rfj» ~ IIR'' 



et, comme elle doit être satisfaite par u:=^ds, -7- :_:: o pour 
cr = o, on a, en s*arrêlant au terme en (t*, 

par suite, 

mnix = V^^2-+- niiH = ( 14- - ^ — ' ~> ) ds. 

\ 1 cls^ 2 RU / 

La variation seconde de fds ou la différence entre les 
arcs Qo/wOi el QoAQi est donc 

'■'> '•/* = J/(£ - b) "- 

cette variation étant essentiellement positive si RR'< o, on 
voit qu'w/i arc géodésique d*une surface à courbures opposées 
est toujours minimum. 

Considérons maintenant le cas de RR'> o. Soient QoPR une 
ligne géodésique infiniment voisine de la proposée qu'elle 
coupe en un point P ; «^ la distance de ces lignes; on a 

^^^ cis^ uir 

avec la condition 

p = o pour .f = o ; 
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et, en éliminant RR' entre (i4) et (i5), 

Si (^ ne s'annule pas entre Qo et Qi, c'est-à-dire si Qj se 
trouve entre Qo et P, la seconde intégrale de la seconde ex- 
pression de la variation ci-dessus est nulle, et, comme la pre- 
mière est essentiellement positive, Tare QoAQi est minimum. 

Supposons maintenant que Qi se trouve au delà de P; 
comme cr est seulement assujetti à s'annuler, on peut le 
choisir de manière à satisfaire à l'équation 

(■7) S«=-(inr-è)'' 

dans laquelle k est une constante réelle, avec la condition 
o-zno pour 5 = 0; car, d'après un théorème établi plus haut, 
la racine de cette équation, immédiatement supérieure à 
zéro, est plus grande que celle de l'équation (i5), de sorte 
que Qi se trouve effectivement au delà de P par rapport à Qo. 

Or, par une intégration par partie, en remarquant que cr-r- 

(AiO 

est nul aux limites, l'équation (i4) donne 

"/* = -3/'(£*kt)* 
OU, en vertu de l'équation (17), 

Donc si Qi se trouve au delà de P, l'arc géodésique cesse 
d'être un minimum. 
Supposons qu'en tous points de la ligne géodésique on ait 



RK'i^î ou -^.%- 


T 


a étant une constante, l'équation 




d'^ v\ Pi 
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donne, en exprimant que i'i — o pour 5 = 0, 

t». = C sin-» 
a 

La première valeur de 5, après zéro, qui annule v^^ est ira, 
et, comme elle est supérieure à la seconde valeur qui annule 
v^ on conclut que Varc géodésique cesse d*être un minimum 
dans une étendue supérieure à iza, théorème bien remar- 
quable dû à M. 0. Bonnet. 

Dans le cas de Tellipsoïde du n° 6, en supposant A > B > C, 

on peut prendre 

AB 



NOTE III. 



9. 



INTEGRATION DE L EQUATION 

(l) UW — ^^*:=zO, 



Si Ton difFérentie par rapport à y celte équation écrite 
sous la forme 



u= — 



on trouve, en se reportant aux formules (8) et (8') du n*» 65, 

COS lY -T~: H- l Sin lY T" 

ou 

(2) q^r — 2pqs -hp^t -h ttangij — q{p*~ ^*) = o, 

en posant ici, pour ne pas multiplier les notations, 

p=^, «=-^ r=-^, .^=— ^-, /=-^. 

Pour intégrer l'équation (2), M. 0. Bonnet a eu recours à 
la méthode de Monge (*); les équations de la caractéristique 

(*) Voici en quoi consiste cette méthode, qui a pour objet l'intégration 
de Téquation 

(a) Rr-f- SsH-Ti-r U = 0, 

dans laquelle R, S, T, U sont des fonctions de a?, y, «, /?, q. 
Nous avons d'abord 

!dp = rdx-hs dy, 
dq = s dx-ht dy. 

Considérons Téquation (a) comme se rapportant à une surface (M). 
Concevons une autre surface (M') tangente au point {Xyy,z) de (M); en 
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sont 



(3) 



rfr» dY 



dr 
q^ ~- dp -^ p^ dq -^- / tangij g (/?*-+- ^«)rfr = o. 



Ces deux équations sont d'abord satisfaites par 
(4) Ç = const. arbitr. C. 

En portant dans la seconde la valeur -/^ =— - déduite de 
la première, on obtient la suivante 

— pq dp -^-p^dq -h i iang Ijr q{p^ -h q^) df = o, 

£n supposant p constant, on obtient 

/?* dq 



qip'-^q') 



= — iiaxigirdf, 



ce point, les valeurs de p ei q sont les mêmes pour les deux surfaces, 
mais celles des dérivées secondes pour ( M' ) restent arbitraires ; admettons 
qu'elles soient égales à celles de (M) augmentées de leurs différentielles. 
Nous aurons pour l'intersection des deux surfaces 

(c) Rdr -i^Sds-h Tdt = o. 

Les équations (b) donnent, dp y dq étant considérés comme constants, 

o = dr dx H- ds dy, 
o = ds dx H- dt dy, 

et, en éliminant les rapports -7- > -r- entre ces dernières équations et 
l'équation (c), on obtient 

(A) R^ -S^- -f-T = o. 
^ ' dx' dx 

d'y 
Comme cette équation donne deux valeurs de -^> l'intersection de (M') 

et de (M), appelée la caractéristique de (M), aura un point double de 
contact des surfaces. 

Substituons maintenant dans l'équation (a) les valeurs de r, t déduites 
des équations (6); le coefficient de s sera nul en vertu de l'équation (A), 
et nous aurons pour la seconde équation de la caractéristique 

(B) V^^dp-^Tdq-^Udy^o, 
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d*où, en désignant par C une constante arbitraire 



(4') q = C cosif }fp^-\- 7*. 

Les équations (4), (4') nous donnent comme intégrale pre- 
mière 

q = cp(Ç)C0Sfrv^JD*-l-j^^ 

ou 



(5) * ©(Ç) cos^y/? — v'i — a)(Ç)'C08*tJ7 = o. 

Conformément à la méthode connue pour l'intégration des 
équations linéaires aux dérivées partielles, nous écrirons 

dx dy _ rfÇ 



d'où 

Ç = c, jc — arft sin I ^ ^ = C/. 

v/i-?(0* 

Si donc — <KÇ) est une fonction arbitraire, nous aurons, 
pour l'intégration générale de l'équation (5), 

— <L(r ) = jc — arc sin y^^ 

ou 

o(x)«sin«v . r ,,^., 

ou encore, /' et /( étant substitués aux fonctions arbitraires 

(6) 2sinij-h/'(î)co8x-i-/J(Osin.c = o. 
La troisième des équations (4) du n<» 64 donne 

(7) 5p =ïcosir, 

d'où 

« = jl^cosifdf-hX(jc) = — ïsim>-i- / ~isini>£(r + X. 
R. " 
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Ea substituant, dans Tintégrale, à isxniy sa valeur fournie 
par réquation (6), il vient 

(8) 3 = — Ç/sinij— /(Ç)cosx— /i(Ç)8ina:-i-X. 

Mais cette intégrale est trop générale, puisqu'elle se rap- 
porte à réquation (a) qui est une dérivée de Téquation (i); 
il faut donc la substituer dans cette dernière équation, ce qui 
permettra de déterminer la fonction X de x. 

Des équations (5) du n<> 6^ on déduit 

d^z . . dz 

d^z 
V = 



ôjc dj' 



d^z , . àz 

D'ailleurs les équations (8) et (7) donnent, en ayant égard à 
réquation (6), 

dz „ 

5y. -j;co8ij, 

^ = /(O cosa: -+-/i (0 sino: -+- {f\^) sino; -./KO cosor] ^, -!- ^^ , 

— ~ COS/) , 



â^z du, . ^. . . 

-— - — ~? cosfr — Ci siiwr; 

donc 

i^=[/'(;)sin^-/i(;)cos^]g + 5J^X. 

Mj/ = — î cos/ r. 
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En substituant dans Téquation (i), on trouve 
(9)gj[/'(08inx-f.(î:)co3x]g + g + xj-co8ij'g=o; 

mais Téquation (6), différentiée successivement par rapport 
à / et a?, donne 

C08«7[/'(Ç) C08X -f-y;'(0 sinx] ^-^, 

/'(î)8inx-/,(x)cos(x)-+-[/'(Ocosx-+-yï(08iax]g, 

d'où 

^[/(08inx~/;cosx] - j^ cosijr = o, 

et réquation (9) se réduit à celle-ci, 

qui ne donne que deux termes dont on peut faire abstraction. 
Il résulte de là et des équations (8) et (6) que l'intégrale 
de réquation (i) résultera de Télimination de Tauxiliaire a 
entre les deux équations 

1z — — asinij — /(«) CO8X— /i (a) sinj?, 
o ^ — ^ sinij —/'(a) cosx — /J(a) sinx, 

dont la seconde est la dérivée de la première par rapport à a. 
En différentiant la première de ces deux équations succes- 
sivement par rapport à a? et/, et remarquant que, eu égard 
à la seconde, les coefficients des dérivées de a sont nuls, on 
obtient 

— =/(a)sin(x)— /i(a)cosx, 

dz 

^- =acosij. 

Si Ton porle ces valeurs dans les formules (3) du n^ 63, on 
trouve 

[X —/(«)] coso: -H [t) — /i(a)] sin.r = o, 
[X —/(«)] sin-*^ — [^ — /i(«)] cosx = o, 
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d'où 

X =/(«). ^=/i(a), Ç = a- 

Il suit de là que l'équation représente non une surface, mais 
une ligne ayant pour équations 

X=/(0, ^=/i(C), 
conformément à ce qui a été dit aux n«* 73 et 79. 



NOTE IV. 

INTÉGRATION PAR LA MÉTHODE DE LEGENDRE DE l'ÉQUATION 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

(i) (i -h^*)r — ipqs-{-{\ -h/?*) t — o 

DES SURFACES d'ÉTENDUE MINIMUM. 



On rappellera que 

idz = p dx -h q dy, 
dp = r dv-\- s dy, 
dq ^ s dx -^ t dy. 

En posant 

(2) n=px-^qjr — z, 

on a 

(/;) du=:pdx -h qdjr — dz -h x dp -hjr dq = x dp -h j dq. 

Si Ton substitue p, g aux variables indépendantes x, 7, Té- 
quation {b) donne 

d'où Ton déduit 

, dx _d^u dx _ ày __ â^u dy _ d^u 

àp ~ dp^ ' dq ~ dp " dpdq^ dp ~~ dq^ ' 

d^x _ d^r d\Y _ d^x 

dp âq ~ dp^ ' dpdq ~~ dq^ 

En résolvant par rapport à dx^ dy la deuxième et la troi- 
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sième des équations (a), on obtient 

dj = j:f^^(—sdp-^rdq\ 

d*où 

dx t 



dp 


rt — 


t^' 






dq 


-àq_ 
dp 


- — 


rt- 




àr 


r 









dq Pi — ,y* 

Il suit de là, en ayant égard aux relations (3'), que 

(c) { s ^ — (r/ — .y«) 



dp dq 



ce qui permet de transformer Téquation (i) dans la suivante : 

(4) (•+î*)a^f^-/'î5,^^('+/")^=<>- 

En ayant égard aux relations (3'), cette dernière équation 
peut s'écrire de Tune ou l'autre manière suivante : 

(4') { 

En différentiant respectivement les équations (4') par rap- 
port à p, q, et ayant égard aux relations (3"), on obtient deux 
nouvelles équations qui sont comprises dans la suivante 

/^v / .v<^*^ à^^ / «X <^*^ / àif dQ\ 

(5) (1+/")^, ^^/'î^^ +(! + <?') 5^,- -î^P^- + î^^j = o, 

dans laquelle s^ représente œ ou y. 
Si, dans Téquation (4)9 on remplace e^par sa valeur (2), on 
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oblient, en ayant égard à Téquation (5), 
OU, vu (3'), 

(ci) (i-^pt) ^T,pq _u(i-+-çî) _2 ;.-- -H-_ :=o; 



mais on a 



dp^ ^^dpôq ^ ^ ^ dq^ \dq^ dq^ 



dz dx dy d^u d^n 



d'où 



dp ^ dp ^ dp ^ dp^ ^ dp dq 

dz dx dy d^ u d^u ^ 

d^ ^^dFj'^^d^ ^ ^dfd'q'^^d^-' 

dz dz ,d^u d^f/ ^d^u 

Pd-p-^'1jq-P"di^-^^i''i^^l-^'i d^^ 



OU, en vertu de l'équation (4), 

dz dz _ /d'^n d^u\ 

P dp "*' ^dq ^~'\dp* "^ dq^ )' 

Il suit de là que Téquation (d) rentre dans Téquation (5), 
dans laquelle v sera remplacé par z. Ainsi donc, les coordon- 
nées x,y, z satisfont à l'équation (5) qu'il s'agit maintenant 
d'intégrer. 

Nous ferons, à cet effet, l'application d'une méthode connue 
qui consiste à substituer aux variables indépendantes />, q 
deux autres variables a, (3, fonctions des précédentes et que 
l'on déterminera ultérieurement. 

On a 



dv 

dp 


dv doL ()p f)8 dv 

da dp ' d^ dp^ dq ' ' '' 


d^w 

dp-^ 


d^v doL^ d^ç d^i d^v doL d^ dv d^Oi dv d^^ 
da.-^ dp-^ ' d^^ dp^ ' ^' da.d^^ dp dp ' doL dp^ ' d^ dp^ 


d^i' 
dq'- 


d^v doL^ 

doL^ dq'^ "^••*' 



d^v _ d^v da da d^v d^ d^ 



dp dq doL^ dp dq dp^ dp dq 



d^ /da. d^ d^ d^\ dv ^a_ dv d^^ 
d% d^ \ dp dq d^ dq ) do. dp dq d^ dp dq 



(6) 
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En substituant ces valeurs dans l'équation (5), on obtient 



2 



(« 
(• 
(' 



/>') 



dpi 









dp dp 



P^\àp àq ~^ dp âq)'^^^'^^ ^ dq dq \ àa â^ 



dp 



(i-^p^) 



.^ 1Ï 



dp^ 



ipq 



ipq 



d^7 



(i^-g«) 



d^a 



2 



à? 

(doL d7,\ 1 di^ 

Pd^'^^dqjjdi 

à'? , „^*3 / d^ à^\-]d' 

dfJq-^^'-^'f'W^'"'"Vàj^^'^'ày\à? 



= o. 



Si Ton prend pour a, (3 les intégrales de Téquation aux dé- 
rivées partielles du premier ordre 



(7) 



, . dw^ dw dw , .^ dw^ 



les deux premiers termes de Téquation (6) s'annulent. L'é- 
quation (7) revient à la suivante 



(^«' 



div 



(8) (^-^P')^-^(pq^^Wi-^p'^q')~=o (t), 

dont l'intégration se ramène à celle de l'équation différentielle 
ordinaire 

dp dq 



OU 

(9) 



^-^P^ pqzpl^i-hp^-i-q^ 
("-+-/^^)^ =pq^i\/i-hp^-hqK 



En différentîant l'équation (9) et remplaçant ensuite ^ 

par sa valeur, on trouve ~-\ = o ou — ~ const. Il suit de là 

ap^ dp 

que l'intégrale de l'équation (9) est 

^ — = const. 

pqzpi^i-hp'--^q^ 



(0 i=/^. 
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Nous prendrons, en conséquence, 



a = 



IH- ^« __ /?y-4-g v/i-h/?*-t-<y^ 



pq — iy/i-^p'^-^q^ ^-^T 



pq-^i ^i-\-p^-^q^ ~ * -*" ^' 

En éliminant le radical entre les deux expressions de a, on 
trouve 

d'Où 



et de même 



On déduit de là 



(10) 



D = / • r 

'^ a — p 



^ = 






c^-P 



Nous allons maintenant établir que les coefficients de -^-5 
3^ dans l'équation (6) sont nuls. En multipliant Téqua- 
tion (8) par pq ±: i\Ji-^p^+q^y on obtient 
(8') (/^^=t Vi + pM=^)^-h(i-+-^*)~ =0, 

équation qui peut d'ailleurs se mettre sous la forme 

En remplaçant (i H-/?') -^ P'^'' ^^ valeur déduite de Téqua- 
tion (8), on obtient 
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Si l'on ajoute à Téquation (8") les dérivées des équations 
(8), (8') prises i^especlivemenl par rapport h p ei k g, on 
trouve 









et, comme w représente a, p, la proposition se trouve dé- 
montrée. Il résulte de là que Téquation (6) se réduit à 

dw^ _ 
dpdq 

ou que l'équation (i) a pour intégrale 

^, ^ étant deux fonctions arbitraires. 
On peut donc écrire 

OU, vu (3), 

~=?'(=^)-f(P); 

mais les équations (e), (/) donnent, en supposant q con- 
stant, 

dp = q da -h i d ^ i -^ a^ = q d'^ -h i d ^ï -h ^*, 

Substituant dans Téquation précédente, intégrant et dési- 
gnant par ist(^) une certaine fonction de ^, il vient 



f \/i-^a^f(a)daL-'i / v/i + P*'j''(P)c?p-f-nT(7). 

Il résulte de là et de la seconde des équations (3) 
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mais les équations (e), (/) donnent 



âx . () i/i -4- a* 

a -4- <y ^ — h i — ^-— = o. 

^ o.'j oq 

3-r- ^-O, 



Par suite 

comme y est de la forme *(«) -h ^(j^), il faut que Ts-{q) 
soit une constante ; mais alors on peut la fondre dans Tune 
des fonctions arbitraires, ce qui revient à la supposer nulle. 
Donc 

(B) r = ?(«)-«?'(«)-+- 4'(P)-Pf(P). 

Nous avons maintenant 

z — px -h qy — H 

D'après les formules (e) et (/), les coefficients de ©'(a), 
^'((3) sont nuls; les limites intérieures des intégrales étant 
arbitraires, la constante w(^) peut être supposée nulle, et 
Ton a 

Les équations (A), (B), (C) feront connaître ^, 7, z en 
fonction du paramètre a, [3 ; mais, comme elles sonl compli- 
quées d'imaginaires, elles sont d'une difficile application 
lorsqu'on veut choisir les fonctions 9 et 4» de manière à ob- 
tenir des surfaces réelles. 



FIN. 
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